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ПРЕДИСЛОВИЕ

Настоящий сборник материалов конференции в двух томах со-
ставлен на основе научных докладов, представленных ведущими уче-
ными на Международную научную конференцию "Современные про-
блемы математики и физики посвященную 70-летию чл.-корр. АН РБ
К.Б. Сабитова.

Основные направления работы (секции) конференции:
Секция 1. Спектральная теория дифференциальных операторов.
Секция 2. Теория функций и функциональный анализ.
Секция 3. Краевые задачи для дифференциальных уравнений.
Секция 4. Обратные и некорректные задачи.
Секция 5. Уравнения смешанного типа.
Секция 6. Математические проблемы механики.
Секция 7. Прикладные задачи термодинамики и теплофизики.
Секция 8. Математическое моделирование сложных процессов и

систем.
Секция 9. Актуальные проблемы математического образования в

школе и вузе.
В первый том вошли материалы секций 1–5, а во второй – секций

6–9. Статьи первого тома посвящены преимущественно фундамен-
тальной математической проблематике, а второго тома - прикладной.

В материалах первой секции представлены новые достижения в
области спектральной теории дифференциальных операторов. Рас-
смотрены актуальные проблемы существования и единственности ре-
шения для линейных и нелинейных дифференциальных уравнений,
в том числе в неограниченных областях. Представляют существен-
ный интерес результаты по уравнениям с дробными производными
высокого порядка, дискретной задаче Римана, задачам с нелокаль-
ными граничными условиями и т.п. Полученные результаты иллю-
стрируются на примерах конкретных практических задач о кванто-
вых графах, колебаниях балки, теории фильтрации и ориентированы
на создание новых алгоритмов решения прямых и обратных задач.

Во второй секции освещены проблемы устойчивости базисов из
возмущенных систем экспонент, частично интегральных операторов
в конкретных пространствах, разрешимости в малом эллиптических
уравнений высокого порядка в симметричных пространствах, един-
ственности решения частно-интегрального уравнения Фредгольма с
вырожденным ядром в анизотропных пространствах Лебега и т.д.
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Рассмотрены неравенства Колмогорова для пространств Соболе-
ва, весовой частно-интегральный оператор и оператор Киприянова
с отрицательными показателями операторов Бесселя, приведены яв-
ные решениях двумерных интегральных уравнений типа Вольтерра
с сильно-особыми линиями.

Материалы третьей секции наиболее обширно представлены в на-
стоящем сборнике и содержат статьи, представляющие новые ре-
зультаты по краевым задачам для дифференциальных уравнений.
Рассмотрены задачи шредингеровской бегущей волны. исследованы
единственность краевой задачи для нагруженного дифференциаль-
ного уравнения четвертого порядка с сингулярным коэффициентом и
задачи с условием Геллерстедта на параллельных характеристичиках
для одной специальной области, класс интегро-дифференциальных
уравнений многоточечными и интегральными условиями. Рассмот-
рены задача Коши для нагруженного одномерного волнового урав-
нения, а также задача с динамическим нелокальным условием для
гиперболического уравнения. Исследованы проблемы интегрирова-
ния нелинейного уравнения SINE-GORDON с источниками.

В статьях четвертой секции развита теория обратных и некор-
ректных задач. Рассмотрены обратная задача по определению мест
и источников начала колебания мембраны, проблемы разрешимости
задачи Коши для уравнения Лапласа и существование решения об-
ратных коэффициентных задач для системы уравнений в частных
производных.

Освещена проблемы интегрирования нагруженного уравнения
КДФ с источником интегрального типа, трехмерных обратных задач
восстановления магнитной восприимчивости по экспериментальным
данным.

Цикл работ по исследованию уравнений смешанного типа пред-
ставлен в материала секции 5. В представленных работах исследова-
ны разрешимость задачи Келдыша для одного уравнения смешан-
ного типа с сингулярными коэффициентами, задача Дирихле для
трехмерного уравнения смешанного типа с двумя плоскостями из-
менения типа, задача для нелокального уравнения смешанного типа
дробного порядка с вырождением, задача с аналогом условия Франк-
ля на отрезке вырождения для вырождающегося внутри области ги-
перболического уравнения, исследованы краевые задачи для урав-
нений смешанного типа высокого порядка. Описаны результаты по
расположению спектра задачи Трикоми для операторов смешанного
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эллиптико-гиперболического типа и сформулированы актуальные за-
дачи в этом направлении. Приведены новые нелокальные спектраль-
ные эллиптические задачи, которые в общем случае не исследованы.
Также описаны нерешенные задачи по нелокальной проблеме Франк-
ля и задачи с отходом характеристики.

В материалах шестой секции представлены результаты исследо-
ваний полей давления в трещинах гидроразрыва нефтегазовых пла-
стов, процессов очистки и перемешивания углеводородов, процессов
детонации в пузырьковой жидкости, акустических процессов в пори-
стой среде. Освещены преобразования эквивалентности газодинами-
ческих сред, исследованы новые особенности процессов релаксации
давления в трубопроводе, приведено решение задач волнового зон-
дирования трубопроводов.

В материалах секции 7 представлены новые теоретические резуль-
таты по неравновесной термодинамике и теплофизике. Представляют
значительный научный и практический интерес результаты по тем-
пературным эффектам при фильтрации жидкости в нестационарных
полях давления. На основе развитых теоретических представлений
обнаружены новые физические эффекты, определяющие вытесняю-
щие свойства пористой среды. Получены новые результаты по теп-
лофизическим процессам при солянокислотном воздействии. Обсуж-
дается использование идей искусственного интеллекта при исследо-
вании полей давления в пласте.

Проблемам математического моделирования сложных процессов
и систем посвящено содержание секции 8. Обсуждаются проблемы и
достижения математического моделирования и разработки вычисли-
тельных алгоритмов решения различных задач, описывающих очист-
ку нефти от минерализованных частиц, роста фазы в реакторе. Пред-
ставлены программные комплексы исследования процессов переноса
радона в анизотропных геологических средах, динамики собствен-
ных колебаний жидкости в скважине, рассмотрены волны Стоунли
на границе жидкого и твердого полупространств. Обсуждается мате-
матическое моделирование спроса на потребительское кредитование
домашних хозяйств в России, представлены новые модели развития
пандемии COVID-19.

В девятой секции представлены результаты исследований акту-
альных проблем образования в школе и вузе. Рассмотрено примене-
ние прикладной математики в задачах нефтедобычи, освещены про-
блемы дистанционного преподавания математики в вузе, роль метода
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проектов в повышении качества образовательного процесса, роль ма-
тематики при подготовке инженеров-механиков.

Большинство статей печатается в авторской редакции.
Доклады отражают последние достижения научных исследований

по указанным направлениям, ведущихся в России и мире. Работы,
представленные в сборнике, демонстрируют высокий уровень квали-
фикации авторов, представляют научный интерес, и будут полезны
для научных работников, преподавателей, аспирантов и студентов,
специализирующихся по теории дифференциальных уравнений и их
приложений.

Редколлегия
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ГОДЫ, ПОСВЯЩЁННЫЕ СЛУЖЕНИЮ НАУКЕ И
ОБРАЗОВАНИЮ

А ВЕДЬ МОГ НЕ ПОСТУПИТЬ НА ФИЗМАТ

В своей автобиографии Камиль Басирович записал: "родился в д.
Елембетово Стерлибашевского района БАССР в семье служащего".
Всё верно, за исключением, пожалуй, одного: отец Басир Кабиро-
вич, служащим стал поневоле. В сорок первом добровольцем ушёл
на фронт, а в сорок втором вернулся инвалидом I группы. К тяжёло-
му крестьянскому труду уже был бы негоден. Трудовую деятельность
продолжил бухгалтером-ревизором Стерлибашевского района. Зано-
во учился ходить, заново жить. Матери Миникамал Мухамадулловны
- фронтовички-зенитчицы - не стало, когда Камилю Басировичу бы-
ло двадцать: сказались фронтовые раны. Семья бухгалтера-ревизора
района то и дело меняла место жительства. Из-за этого все трое де-
тей родились в разных сёлах. Работа бухгалтера связана с цифрами.
Возможно, это обстоятельство и повлияло на судьбу среднего сына в
семье Сабитовых. Камиль с детства любил математику. В старших
классах он уже лидировал на районных олимпиадах по физике, ма-
тематике, химии. Неудивительно, что в юности Камиль видел своё
будущее на инженерном поприще. Но мечту о нефтяном институте
перечеркнула болезнь матери и последствия фронтовых ран отца.
И уже в последний момент, 31 июля, родители решились отпустить
сына в ближайший город, в котором имелся вуз. Так, в 1968 году
серебряный медалист Тятер-Араслановской школы Камиль Сабитов
подаёт документы на физико-математический факультет СГПИ. И. . .
проваливает первый экзамен по математике. Проза жизни: в канун
экзамена будущий профессор отравился. Спасибо ректору института
И.И.Насырову: вызвал медалиста "на ковёр выслушал его и поста-
вил условие: если второй экзамен по математике устно сдаст на пять,
можно будет вести речь о пересдаче - случай беспрецедентный.

Окончив физмат с отличием в 1973 году, К.Б.Сабитов начинает
трудовую деятельность ассистентом кафедры математики. Служба в
армии не ослабила у парня страсть к математическим наукам. После
демобилизации он поступает в аспирантуру Куйбышевского (Самар-
ского) государственного педагогического института (КГПИ), к из-
вестному учёному профессору С.П.Пулькину, основателю Самарской
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школы математиков. На первом же собеседовании, вердикт профессо-
ра поверг аспиранта в шок: "У вас очень слабая подготовка, юноша.
Надо будет подрасти до университетского уровня".

И действительно, уровень педагогического института, ориентиро-
ванного на подготовку школьных учителей, в то время был далёк
от университетского. Под руководством Пулькина, разработавшего
для аспиранта специальную программу, он выучился в аспирантуре и
блестяще защитил кандидатскую. А по возвращении сделал для себя
соответствующие выводы. Возглавив кафедру математического ана-
лиза СГПИ и впоследствии - физико-математический факультет, он
кардинально пересмотрел институтские программы, "перекроив"их
под университетские.

Ещё одной несомненной удачей в своей судьбе Камиль Басирович
считает стажировку в Новосибирском государственном университе-
те. Здесь он понял одну истину: базовые курсы студентам должны
читать ведущие специалисты, профессора. И дело не только в науч-
ных степенях. Именно на этих курсах специалисты имеют возмож-
ность готовить своих последователей из числа наиболее одарённых
студентов. Это "открытие"скажется на принципах его руководства
физматом СГПИ. С 1992 по 2007 годы Камиль Басирович сделает
многое, чтобы базовые дисциплины обязательно вели профессора.

После окончания докторантуры при кафедре общей математики
факультета ВМК МГУ в 1992 году, он стал первым, в полувековой
истории этого вуза, доктором наук.

— Расскажите о Ваших научных результатах.
— Первые результаты мною были получены при исследовании на

корректную постановку краевых задач типа Дарбу, Дирихле и Три-
коми (задача Т) для уравнений смешанного типа с сильным харак-
теристическим вырождением

xnuxx + sgny · uyy + c u = 0, n = const > 0, c = const, (1)

в ограниченных и неограниченных областях. Были установлены точ-
ные по n классы решений уравнения (1), в которых доказаны тео-
ремы единственности и существования регулярных решений указан-
ных выше краевых задач в классе ограниченных вблизи линии x = 0
функций. Тем самым, известные результаты Келдыша М.В. для эл-
липтических уравнений были перенесены для уравнения смешанного
типа (1). Эти результаты составили основное содержание кандидат-
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ской диссертации, защищённой в г. Куйбышев (ныне г. Самара) 2 ап-
реля 1980 года под руководством известного учёного доктора физико-
математических наук, профессора Пулькина C.П.

В дальнейшем под руководством В.А. Ильина, А.В. Бицадзе и
Е.И. Моисеева из МГУ им. М.В. Ломоносова начал заниматься во-
просами качественной и спектральной теории уравнений смешанного
типа, моделирующие околозвуковые течения жидкости и газов, маг-
нитогидродинамичиские течения с переходом через скорость звука.
Эти исследования имеют также важное значение в теории бесконечно
малых изгибаний поверхностей, теории оболочек с кривизной пере-
менного знака, теории сопел Лаваля и плазмы.

Были установлены:
- качественные свойства решений краевых задач для дифференци-

альных уравнений в частных производных для обоснования коррект-
ности постановки краевых задач для уравнений смешанного типа с
гладкой и негладкой линией изменения типа;

- спектральные свойства решений краевых задач для уравнений
смешанного типа с гладкой и негладкой линией изменения типа;

- разработан метод спектрального анализа (аналога метода Фу-
рье) для решения краевых задач для уравнений смешанного типа.

Приведённые выше результаты составили основное содержание
докторской диссертации, защищённой 10 марта 1992 года.

В дальнейшем я вёл и веду исследования со своими учениками по
следующим направлениям:

1) изучение качественных и спектральных свойств решений кра-
евых задач для уравнений смешанного типа с гладкой и негладкой
линией вырождения;

2) разработкой спектрального метода построения (аналога метода
Фурье) решений краевых задач для уравнений смешанного типа;

3) разработкой численных методов решения краевых задач для
уравнений и систем уравнений смешанного типа;

4) локальные и нелокальные краевые задачи для уравнений сме-
шанного типа второго и высоких порядков в прямоугольных обла-
стях;

5) обратные задачи для уравнений смешанного типа;
6) начально-граничные и обратные задачи для уравнений колеба-

ний балок и пластин.
По результатам этих исследований опубликованы в центральной

печати более 200 статей и монографии:
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1. Сабитов К.Б. К теории уравнений смешанного типа. М.: Физ-
матлит, 2014. 304 с.

2. Сабитов К.Б. Прямые и обратные задачи для уравнений сме-
шанного параболо-гиперболического типа. М.: Наука, 2016. 272 с.

3. Отправлена в редакцию «Наука» новая монография «Обратные
задачи уравнений математической физики».

За эти годы было подготовлено 35 кандидатов физико-
математических наук. При моей поддержке защищены докторские
диссертации: Репин О.А. (1998), Кризский В.Н. (2004), Раджабова
Л.Н. (2008), Михайлов П.Н. (2009), Кожевникова Л.М. (2009), Доро-
феев А.В. (2011).

— Какие результаты были достигнуты в годы Вашего де-
канства?

— С 1981 года на базе физико-математического факультета СГПИ
организовал и руководил научным семинаром по теории дифферен-
циальных уравнений. Из участников семинара более 50 человек за-
кончили аспирантуру, из них более 40 успешно защитили диссерта-
ции.

В 1994 году по моей инициативе, впервые в истории СГПИ на
базе физико-математического факультета открыта аспирантура по 3-
м специальностям: 01.01.02 – дифференциальные уравнения; 01.02.05
– механика жидкости, газа и плазмы; 01.04.15 – молекулярная физика
и теплофизика, что стало возможным благодаря приглашению д.т.н.,
проф. Филиппова А.И. из БашГУ на наш факультет при поддержке
тогдашнего главы города Ахметова С.Г., т.е. город обеспечил семью
Филиппова А.И. жильем.

Будучи профессором кафедры математического анализа СГПИ,
читал лекции по математическому анализу, по теории функций ве-
щественной и комплексной переменной, дифференциальным уравне-
ниям, уравнениям математической физики; разработал различные
спецкурсы по специализациям: дифференциальные уравнения, урав-
нения математической физики. Написал студентам учебные пособия:

1. Уравнения математической физики. М.: Высшая школа, 2003.
256 c.

2. Функциональные, дифференциальные и интегральные уравне-
ния. М.: Высшая школа, 2005. 672 c.

3. Основные элементарные функции. М.: Высшая школа, 2010.
176 c.,
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которые опубликованы под грифом УМО и Министерства образова-
ния и науки РФ.

В 2013 г. в издательстве «Физматлит» вышло второе издание
«Уравнения математической физики» в качестве учебника для уни-
верситетов страны. Подготовлено третье издание этого учебника,
планируется опубликовать в этом году в «Физматлит».

Как декан физико-математического факультета особое внима-
ние уделял созданию центра новых информационных технологий,
научно-исследовательских лабораторий и семинаров при кафедрах,
применению вычислительной техники в учебном процессе и в науч-
ных исследованиях. За годы моего деканства (1992–2007) были созда-
ны 5 новых кафедр (их стало 9 на физмате), так как при поддержке
Ахметова С.Г. были приглашены известные ученые Шагапов В.Ш.,
Мукминов Ф.Х. и др. Факультет значительно вырос в научном отно-
шении, остепененность преподавателей достигла 90%.

Принимал участие в различных мероприятиях в области школь-
ного и вузовского математического образования. В течение более
10 лет являлся председателем жюри Республиканской математиче-
ской олимпиады школьников, которые проводились на базе физмата
СГПИ; членом научно-методического объединения математических
кафедр Урала и Поволжья по линии Минобрнауки РФ. Являюсь чле-
ном НМС по прикладной математике и информатике УМО класси-
ческих университетов России.

— Когда появилась идея об открытии в Стерлитамаке фи-
лиала Академии наук?

— В г. Стерлитамак к 1995 г. сложился достаточно высокий науч-
ный потенциал, в связи с чем при поддержке мэра города Ахметова
С.Г., институтов (СГПИ, СФ УГНТУ, СФ БГУ) и крупных промыш-
ленных предприятий химии и нефтехимии 19 июня 1995 года на Об-
щем собрании АН РБ мы обратились с предложением о создании
филиала АН РБ в г. Стерлитамак. Наша инициатива, прежде всего,
была поддержана тогдашним Президентом АН РБ академиком РАН
Нигматулиным Р.И., а затем и Общим собранием. В решении Обще-
го собрания АН РБ появилась строка о создании в г. Стерлитамак
опорной научной базы – филиала АН РБ.

Вопрос о создании научного центра в г. Стерлитамак обсуждался
в заседаниях Президиумов АН РБ и УНЦ РАН, по результатам кото-
рых были приняты постановления о необходимости создания фили-
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ала АН РБ на базе вузов и лабораторий крупных нефтехимических
предприятий Южного региона РБ. Директором-организатором фи-
лиала был назначен я, и была проведена большая работа по реали-
зации постановлений совместных Президиумов АН РБ и УНЦ РАН
от 15.12.1995 г. и 14.02.1996 г.

При поддержке руководства РБ в лице Премьер-министра РБ
Бакиева Р.С. 25 ноября 1996 года вышло постановление №310 КМ
РБ "Об открытии в городе Стерлитамак филиала АН РБ"для
решения научных задач в области экологии, конверсии, природо-
пользования и здравоохранения, создания новых технологий, под-
готовки научно-педагогических кадров, а также проведения фун-
даментальных исследований в области социально-гуманитарных и
медико-биологических наук, математического моделирования слож-
ных естественно-научных систем, плазмохимических технологий, в
целях социально-экономического развития Юго-западного региона
РБ.

В период становления филиала существенную поддержку оказали
вице-президенты АН РБ: академик АН РБ, чл.-корр. РАН Ильгамов
М.А., академики АН РБ Гумеров А.Г., Ураксин З.Г., Вахитов В.А.;
академики-секретари отделений академики АН РБ Бакиев А.В., Ма-
газов Р.Ш., Абдрахманов И.Б. и чл.-корреспонденты АН РБ Мазунов
В.А., Галяутдинов И.Г., Хазиев Ф.Х. и другие члены АН РБ. Затем
большую поддержку оказали будучи президентом АН РБ Ильгамов
М.А., вице-президент АН РБ Кунакова Р.В. и др. члены президиума
АН РБ.

В составе СФ АН РБ созданы 5 отделов и 19 лабораторий на базе
Вузов и НТЦ крупных предприятий южного региона РБ. За годы
деятельности филиала (института) совместно вузами региона защи-
щены 40 докторских и более 180 кандидатских диссертаций, прове-
дены 13 научных конференций регионального, 15 - всероссийского,
7 - международного уровня, школы и совещания-семинары. Издано
55 сборников научных трудов, 87 монографий, 204 учебников, 7102
статей в центральной и зарубежной печати, более 300 патентов на
изобретения.

За эти годы на юге республики сложилось несколько науч-
ных школ по механике многофазных систем (рук. Шагапов В.Ш.),
по дифференциальным уравнениям (рук. Сабитов К.Б.), по теп-
лофизике (рук. Филиппов А.И.) и др. В числе научных достиже-
ний филиала относятся работы профессора И.Ю.Хасанова по раз-
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работке комплексной системе предупреждения и ликвидации ава-
рий и их последствий на магистральных нефтепроводах. Созданы
фильтры для системы магистрального трубопроводного транспорта
нефти, камеры для технического обслуживания и проведения ре-
монтных работ на трубопроводе в условиях болот и обводненной
местности, Всесезонный комплекс для локализации и сбора неф-
ти с поверхности воды, сепаратор для дегазации и фракционирова-
ния нестабильных газовых конденсатов и многое другое. И не про-
сто созданы, а внедрены на ведущих предприятиях страны, таких
как "Транснефть "Башнефть "Татнефть "Газпром"и других. Сейчас
фильтрами-грязеуловителями оснащены все магистральные нефте-
проводы страны в т.ч. Балтийская трубопроводная система, Каспий-
ский трубопроводный консорциум, система трубопроводов Восточная
Сибирь - Тихий Океан и другие.

В нашем регионе не редки заболевания щитовидки из-за недостат-
ка йода в почве. В связи с чем в Стерлитамакском филиале АН РБ
на базе филиала МГУ Технологий и управления в 2004 году была со-
здана лаборатория Пищевых технологий под руководством докторов
биологических наук А.Н.Мамцева и В.Н.Козлова, где был синтези-
рован новый БАД и на Мелеузовском молочноконсервном комбинате
разработана и налажена технология производства пастеризованного
молока, обогащённого йодом.

Юг Башкирии - крупный промышленный центр. В связи с
чем была создана лаборатория перспективных конструкций и мо-
делирования технологических аппаратов под руководством члена-
корреспондента АН РБ А.К.Панова. Только с 1991 по 2006 годы на
предприятиях города было внедрено 13 научно-технических разрабо-
ток с общим годовым экономическим эффектом более 50 млн. руб-
лей в ценах тех лет. В стенах филиала шла и интенсивная научная
работа. О достижениях стерлитамакских учёных знают не только в
России, но и далеко за рубежом. Здесь велись совместные изыскания
с учёными зарубежных стран. Словом, СГПИ созрел для открытия
специализированного учёного совета по защите диссертации.

- Но убедить Высшую аттестационную комиссию России в необ-
ходимости его открытия было архисложно, - признаётся Камиль Ба-
сирович. - Мы многократно обращались с письмами в ВАК. А сколь-
ко раз я сам лично выезжал в Москву! Порой опускались руки.
Существенную помощь нам оказали академики РАН В.А.Ильин и
Р.И.Нигматулин. На заседании президиума ВАКа наш вопрос вы-
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носился три раза. И всё же, в декабре 2003 снова при поддержке
Р.И.Нигматулина года при СГПИ диссертационный совет на соиска-
ние учёной степени кандидата наук был открыт. Здесь состоялись
защиты 40 кандидатских диссертаций (в том числе из Уфы, Самары,
Москвы, Новосибирска, Челябинска, Магнитогорска, Орска).

— Как Вы оцениваете качество подготовки в Вузах?
— Увы, качество подготовки в вузах падает. И это падение за-

кладывается уже в школе, одна из основных причин этого — ЕГЭ.
При подготовке к ЕГЭ учеников натаскивают на решение определён-
ного типа задач в ущерб формированию научного мировоззрения и
навыков самостоятельной работы над учебниками и специальной ли-
тературой. Первые три года введение ЕГЭ я поддерживал, так как
преподаватели не привлекались в приемную комиссию и полноцен-
но отдыхали в летнее время, но затем стало прослеживаться замет-
ное падение уровня подготовки выпускников школ. Считаю, что ЕГЭ
нужно отменить и вернуться к прежней системе обучения, то есть по
всем основным дисциплинам ввести госэкзамены. Если ЕГЭ не отме-
нять, то хотя бы дать право вузам по каждой специальности ввести
один устный или письменный экзамен, что уравняет шансы тех, кто
сдал ЕГЭ самостоятельно без посторонней помощи. Это предложе-
ние было озвучено не так давно ректором МГУ академиком РАН
В.А.Садовничим. Это поможет снять наболевшие проблемы:в наши
Вузы придут более подготовленные выпускники, значительно умень-
шиться отток молодежи в другие регионы.

Другая причина - в процессах оптимизации в самих вузах, кото-
рые начались после известного Указа Президента РФ от 2012 года.
Не углубляясь в подробности, отмечу реальное сокращение часов.
Например, по какой-то дисциплине на обучение выделяется 100 ча-
сов, из них 50% отводится на самостоятельное изучение студентами,
а при этом на проверку знаний никаких часов не планируется, хотя
в зачетке студента изучение этого предмета оформляется на все 100
часов.

Уменьшились часы на выполнение курсовых и дипломных работ.
В некоторых вузах отменили даже госэкзамены. В связи с чем, от-
менены также и обзорные лекции по подготовке к госэкзаменам. Эти
экзамены играют важную роль в подготовке выпускников вузов, так
как чтение обзорных лекций и сдача госэкзаменов дают возможность
выпускникам на более высоком уровне пройти по изученным ранее
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дисциплинам, осознать их важность, понять и разобраться в тех во-
просах, которые остались не изученными на младших курсах. Я убе-
дился в этом на своем опыте.

Последние годы идет значительное сокращение базовых дисци-
плин, например, раньше курс высшей математики в технических Ву-
зах велся в течение первых четырех семестров, а теперь планируется
вести только на первом курсе.

— Камиль Басирович, вы долгие годы являетесь членом
Президиума Академии наук Башкортостана и директором
Стерлитамакского филиала АН РБ. Как вы оцениваете роль
Академии наук РБ в нашем обществе?

— Созданная в 1991 году указом первого Президента РБ Рахимова
М.Г. Академия наук сыграла и играет важную роль в нашем обще-
стве. Её создание позволило в тяжелые 90-е годы сохранить научный
потенциал республики, остановило отток учёных из Башкортостана.
В 1996 и чуть позже были открыты филиалы АН РБ в Стерлита-
маке и Сибае. Особенно активными периодами в работе Академии
стали годы, когда её возглавляли академик РАН Р.И.Нигматулин,
член-корреспондент РАН М.А.Ильгамов. Затем последовал опреде-
ленный спад. Академия координировала научную деятельность всей
республики, финансировала проекты учёных по наиболее важным в
практическом плане направлениям. Вела активную работу по под-
готовке научных кадров путём выделения средств аспирантам и их
научным руководителям. Планировала и активно помогала в прове-
дении многочисленных научных семинаров и конференций различ-
ного уровня. Самое главное, вела фундаментальные исследования
по социально-гуманитарным, медико-биологическим, сельскохозяй-
ственным, физико-математическим и техническим наукам. Эти ис-
следования всегда поддерживались грантами самой Академии, РФ-
ФИ, РГНФ, РНФ. К сожалению, в последние годы уделялось мало
внимания развитию и сохранению АН РБ. Сокращены средства на
исследовательские проекты по отделениям, на подготовку аспиран-
тов, на проведение научных конференций. Не индексированы стипен-
дии членам АН РБ, хотя в других госакадемиях это давно сделано.

Чтобы оживить работу АН РБ, думаю - надо привлечь в руковод-
ство известных в РБ и РФ учёных своими крупными достижениями
и обладающими организаторскими способностями.

Академия наук - это символ суверенитета нашей республики, ее
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надо всячески поддерживать и развивать, сохранить филиалы в го-
родах Стерлитамак и Сибай. В противном случае ее следует назвать
Академией наук г. Уфы.

Наука, как писал выдающийся ученый В.А. Стеклов, есть нрав-
ственный образователь человечества, выражающий высшую степень
образованности человеческого общества.

— Каково Ваше отношение к объединению вузов РБ?
— Прежде чем ответить на этот вопрос, давайте обратимся к

опыту наших соседей. В Самарской области, когда губернатором
был Н.И.Меркушин (2014-2017 гг.), путём объединения Самарско-
го государственного технического университета (бывшего политех-
нического института) и Самарского государственного архитектурно-
строительного университета был создан в 2015 году опорный вуз
Сам ГТУ, а в 2016 году был создан Самарский национальный ис-
следовательский университет им.С.П.Королёва путем объединения
Самарского государственного авиационного университета и Самар-
ского госуниверситета. При этом область добилась привлечения до-
полнительных средств из центра для развития науки и образования,
однако спустя годы выяснилось, что часть научных кадров СГУ и
СГАСУ ушла в другие вузы области и регионы. По существу эти
два вуза потерялись в этих объединениях, и число вузов сократилось
на два. В эти годы я работал на полставки в двух вузах Самары:
педагогическом университете и СГАСУ, руководил научной работой
аспирантов и соискателей и для этих вузов подготовил 10 кандида-
тов физико-математических наук, одна из них стала доктором наук.
Поэтому ситуацию по объединению вузов знаю изнутри.

В Татарстане в 2010 году подали заявку на создание Федерального
университета путём объединения трёх вузов: КГУ, КГПУ и Казан-
ской экономической академии, они выиграли в этом конкурсе. Но мы,
к сожалению, с опозданием подали заявку на создание Федерального
университета путём объединения трёх вузов: БГУ, СГПА и БГПИ и
не выиграли конкурс.

В 2009-2010 гг. при финансовой поддержке Правительства РТ
Казанский государственный авиационный университет и Казанский
химико-технологический университет приняли участие в конкурсе на
создание национально-исследовательских университетов и стали по-
бедителями. Руководство РТ в 2012 году пошло на создание иннова-
ционного университета Иннополис на новой площадке типа "СКОЛ-
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КОВО"в Московской области, где обучаются около 800 студентов с
привлечением более 260 преподавателей из 24 стран с опытом рабо-
ты в ведущих кампаниях мировой ИТиндустрии. По итогом 2020 года
этот университет опубликовал 310 статей на базе Scopus, выиграл 55
грантов и проектов на сумму 6201 млн. руб. и привлек 434,2 млн.
руб. спонсорских средств из различных компаний. Появление новых
университетов в Татарстане мне довелось наблюдать являясь долгие
годы членом диссертационного совета при Институте математики и
механики КГУ, затем КФУ.

Выступая с новой инициативой создания НОЦ Евразийский уни-
верситет путём объединения двух крупных университетов УГАТУ и
БГУ, Глава Республики Башкортостан Р.Ф. Хабиров желает испра-
вить ранее допущенные ошибки и привлечь дополнительные финан-
совые средства из центра в РБ. При этом чрезвычайно важно, чтобы
после объединения УГАТУ и БГУ, в новом составе не потерялись
научные школы, образовательные направления и традиции, нарабо-
танные годами, как это случилось в Самаре, а наоборот, полученные
финансовые средства способствовали бы их дальнейшему развитию.

— Камиль Басирович, где взять ресурсы для развития
науки и образования кроме национальных проектов по этим
областям?

— По Конституции нашей страны все имеют равные права на по-
лучение образования независимо, где они обучаются - в Стерлита-
маке, Уфе, Москве т.д., поэтому Правительством РФ должны быть
созданы равные условия для обеспечения данного конституционно-
го права, что у нас не выполняется. Причиной тому является недо-
статочное финансирование Вузов и НИИ. Откуда взять средства?
Прежде всего, ввести прогрессивную шкалу налогообложения, на-
лог на роскошь как в других развитых странах Запада и Востока.
Значительно сократить расходы на государственное и муниципаль-
ное управление. Н.И. Меркушин за 4 года руководства Самарской
областью сократил расходы на госуправление с 11 млрд. до 8 млрд.
и освободившиеся средства 3 млрд. направил на развитие науки и
образования (Волжская коммуна, № 28 от 3 февраля 2017 г.).

В соседней республике Казахстан в этом году финансирование
научных проектов увеличили в два раза, а к 2024 году планируют
увеличить в 7 раз. В КНР планируют поднять финансирование науки
в 17 раз. Отсюда идут успехи развития этих стран.

Материалы Международной конференции. Сентябрь, 2021 г.



23

С НАДЕЖДОЙ НА БУДУЩЕЕ

И всё же профессор не теряет оптимизма. В условиях объеди-
нения ведущих вузов республики забрасывает вышестоящие инстан-
ции письмами и обращениями, направленными на развитие науки
и образования в городе. "Необходимо сократить отток молодёжи и
научных кадров, — пишет он в одном из таких посланий. — Суще-
ственным шагом в этом направлении было бы создание самостоя-
тельного вуза в Стерлитамаке, отвечающего современным трендам
в плане подготовки высоковалифицированных кадров для промыш-
ленных предприятий юга республики, реализации проектов особой
экономической зоны (ОЭЗ) "Алга" , школ и в целом для формирова-
ния крупной Южно–Башкортостанской агломерации "Стерлитамак–
Салават–Ишимбай...".

Собственный корреспондент газеты
"Стерлитамакский рабочий" Фаяз ЮМАГУЗИН
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В статье рассматривается математическая модель фильтра-
ции флюида в трещине гидроразрыва и окружающем пласте, изу-
чается изменение давления в трещине и расхода при переходных
режимах работы скважины.

Ключевые слова: вертикальная скважина, расход, низкопроница-
емый коллектор, гидроразрыв пласта, изменение давления.

ON THE EVOLUTION OF THE PRESSURE FIELD IN
THE FRACTURE WITH VARYING VALUES OF

PRESSURE AT THE BOTTOMHOLE

Bashmakov R.A. 1,2 , Fokeeva N.O. 2

1 Bashkir State University, Ufa, Russia;
2 Mavlyutov Institute of Mechanics, Ufa Investigation Center, RAS;

bashmakov_rustem@mail.ru, ffoxnina@gmail.com

This work considers a mathematical model of fluid filtration in the
fracture and the surrounding reservoir, studying the change in pressure
in the fracture and flow rate during transient well operation modes.

Key words: vertical well, rate, low-permeability reservoir, hydraulic
fracturing, pressure change.

Гидроразрыв пласта (ГРП) — один из важнейших методов интен-
сификации добычи нефти. Определение параметров трещины, полу-
ченной путем гидроразрыва является актуальной в настоящее время
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задачей, когда значительная часть нефти добывается из труднопро-
ницаемых пластов, либо обладает большой вязкостью.

Теория ГРП накопила результаты за много лет применения [1,
2]. В случае низкопроницаемых пластов, жидкость в основном рас-
текается по трещине, и из трещины перетекает в пласт, что можно
описать системой дифференциальных уравнений (см. [3 – 6]). В ра-
ботах [5, 6] описание распределения давления в трещине сведено к
одному интегро-дифференциальному уравнению и изучены вопросы
об эволюции давления в окрестности трещины ГРП и динамике рас-
пределение давления в скважине и вертикальной трещине при под-
держании постоянного расхода и постоянного давления на скважине
[4 – 6].

Рассмотрим вертикальную закреплённую пропантом трещину, по-
лученную путем гидроразрыва пласта (рис. 1).

Рис. 1. Схема течения жидкости по трещине и из трещины в пласт

Пласт однородный, ширина трещины значительно меньше ее вы-
соты df << hf . Скелет пористой среды пласта и трещины несжима-
емый, длина трещины бесконечная. Жидкость в пласте распростра-
няется перпендикулярно ее направлению и далее по трещине течет к
скважине. В силу симметрии рассматривается одно крыло трещины.
Движение флюида в трещине квазиодномерное вдоль оси OX , так
как от изменения глубины давление в пласте и трещине не меняется.
Начало координат на стенке забойного участка. Ось OY перпендику-
лярна трещине. Отсчет идет от границы пласт — трещина. Система,
описывающая распределение давления в трещине и пласте:

∂Pf
∂t

= æf
∂2Pf
∂x2

+ 2
mp

mf

æp
df

(
∂Pp
∂y

)∣∣∣∣
y=0

, (0 < x <∞),
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∂Pp
∂t

= æp
∂2Pp
∂y2

, (0 < x <∞, 0 < y <∞),

где æi = ρ0C
2ki

µmi
— коэффициенты пьезопроводности, Pf =

Pf (t, x), Pp = Pp(t, x, y). Индексы i = f, p соответствуют значени-
ям параметров в трещине и пласте, окружающем трещину. Данные
уранения рассматривались в работах [3, 4, 6] при различных краевых
условиях.

Пусть до момента τ0 флюид в пласте находится в покое, а в мо-
мент времени τ0 расход резко выходит на значение q0 и поддержива-
ется постоянным до момента времени τ1 , когда он резко изменяется
до величины q1 и держится постоянным до момента τ2 , и т. д.

Для перепада давления ∆P(w) между значениями на забое сква-
жины и пластом получим

∆P(w) =
−0.78µ√
Af
2 dfkf

(H(t−τ0)q0(t−τ0)
1
4 +

n∑
i=1

H(t−τi)(qi−qi−1)(t−τi)
1
4 )).

Здесь H(t) — функция Хевисайда. Полученные в работе формулы
позволяют описать связь между расходом жидкости на скважине и
эволюцией давления в трещине и скважине. На рисунке 2 приведено
П – образное изменение давления на скважине и изменение количе-
ства жидкости, закачиваемой в трещину, приходящейся на единицу
ее высоты в зависимости от времени t .

Рис. 2. П – образное изменение давления на скважине (пунктирная
линия) и соответствующее изменение расхода закачиваемой

жидкости (сплошная линия)

На рисунке 3 показана эволюция давления в трещине и значе-
ния расхода при двухступенчатом изменении давления в скважине
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на величину ∆P(w)0 = 10 МПа в момент времени τ0 = 0 и резком
увеличении до ∆P(w)1 = 20 МПа в момент времени τ1 = 1 сутки.

Рис. 3. Двухступенчатое изменение давления (пунктирная линия),
расход жидкости на единицу высоты трещины (сплошная линия)

Рисунок 4 демонстрирует как П-образное изменение давления на
скважине влияет на давление в трещине при различном расстояния
от скважины: в момент времени τ0 = 0 давление на скважине из-
менятся на величину ∆P(w) = 10 МПа, и держится постоянным до
момента времени τ1 = 1 сут. В момент времени t = τ1 давление в
скважине резко возвращается к первоначальному значению. Линии
1, 2, 3, 4 соответствуют моментам времени t = 1 сутки, 1 сутки и 10
минут, 1 сутки и 30 минут, 1 сутки и 12 часов.

Рис. 4. Распределение давления в трещине при П – образном
изменении давления на скважине: 1 – сутки, 2 – сутки и 10 минут, 3

– сутки и 30 минут, 4 – сутки и 12 часов

В настоящей работе изучены переменные режимы работы сква-
жины, получены формулы для определения изменения давления и
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расхода в трещине ГРП в зависимости от времени и расстояния до
скважины. Основываясь на результатах, могут быть определены па-
раметры трещины ГРП и пласта, что применимо при интерпретации
данных гидродинамических исследований скважин.

Работа частично выполнена за счет гранта Российского научного
фонда № 21-11-00207.
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Предложена гидродинамическая модель смешения эмульсии ти-
па "вода в нефти"с капельной промывной водой, которая реализова-
на в струйном гидравлическом смесителе, широко внедряемом на
предприятиях очистки нефти от солей в ПАО "ТатнефтьПАО
"Роснефть".Также предложена гидродинамическая модель переме-
шивания нефтей (или нефтепродуктов) в резервуарах хранения, ко-
торая реализована в струйном смесителе для резервуаров, внедряе-
мом в резервуарных парках в цепи хранения ПАО "Роснефть".

Ключевые слова: технология обессоливания, смешение, движение
капель, технология хранения, затопленные струи, смесители.

THEORETICAL BASIS OF TECHNOLOGICAL
PROCESSES CLEANSING AND MIXING OF

HYDROCARBON FLUIDS
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A hydrodynamic model is proposed for mixing a water-in-oil emulsion
with drip wash water, which is implemented in a jet hydraulic mixer,
which is widely implemented at oil purification enterprises from salts in
PAO "Tatneft PAO "Rosneft". Also proposed is a hydrodynamic model of
mixing oils (or oil products) in storage tanks, which is implemented in a
jet mixer for tanks, which is being introduced in tank farms in the storage
chain of PAO "Rosneft".

Keywords: desalination technology, mixing, droplet movement,
storage technology, flooded jets, mixers.
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Большинство месторождений России находится на поздней ста-
дии разработки, поэтому добываемая из них нефть низкого качества с
большим содержанием пластовой воды, в состав которой входят соли,
кислоты, асфальто-смолистые вещества, различные примеси. После
предварительного отстаивания такой нефти, количество пластовой
воды снижается примерно до 1%, содержание солей в этой пластовой
воде может достигать 2 г/л. Для очистки такой эмульсии типа "вода в
нефти"предлагается формировать встречно-направленное движение
к ней очищенной промывной воды, подаваемой в зону смешения ме-
тодом дождевания [1, 2].Опираясь на данные опытно-промышленных
испытаний таких устройств смешения показано, что в данных устрой-
ствах реализуется инерционный механизм зацепления крупными кап-
лями промывочной воды минерализованных частиц, находящихся в
пластовой воде в эмульгированном состоянии с нефтью [3].

Задача о зацеплении минерализованных частиц крупными капля-
ми воды сводится к расчету траекторий движения минерализованных
частиц в потоке нефти в зависимости от их начального положения
при обтекании крупной капли промывочной воды [4].

Уравнения движения крупной капли воды (1) и минерализован-
ных частиц (2), а также траекторий частиц нефти (3) следующие [5,
6]:

mw
dvw
dt

= −ξπR2 ρ0

2
v2
w −

Vw
2
ρ0
dvw
dt

,
dlw
dt

= vw (1)

где mw = Vwρw, Vw =
4

3
πR3, ξ =

12

Re
(1 + 0, 0811Re0,879), Re =

2ρ0Rvw/µ0, lw — перемещение крупной капли воды в потоке нефти;

ms
dv̄s
dt

= −Vs∇̄p+ 6πµ0a(v̄0 − v̄s) +
Vsρ0

2

(
dv̄0

dt
− dv̄s

dt

)
−ms

dvw
dt

, (2)

гдеVs =
4

3
πa3,ms = Vsρw,

dv̄0

dt
=
∂v̄0

∂t
+ v̄ox

∂v̄0

∂x
+ v̄oy

∂v̄0

∂y
,

dr̄s
dt

= v̄s, v̄s = vsxī+ vsy j̄, r̄s = xsī+ ysj̄.

dx0

dt
= vox,

dy0

dt
= voy (3)

где vox = −vw
(

1 +
R3

2r2
(1− 3 sin2 θ)

)
, voy =

3

2

R3

r3
vw cos θ sin θ , ось

Ох совпадает с направлением движения крупной капли. Поле давле-
ния вокруг крупной капли воды определяется на основе интеграла
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Коши–Лагранжа [7]:

∂φ0

∂t
+

(∇φ0)2

2
+

p

ρ0
+
∂vw
∂t

x = 0

где φ0 = −vw cos θ

(
r +

R3

2r2

)
, vw — определяется из (1).

Начальные условия для уравнения (2) совместно с уравнением (3)
запишутся в виде:

vw = vw(0), lw = 0, xs = x(0), ys = y(0),

vsx = vox(0, x(0), y(0)), vsy = voy(0, x(0), y(0)).

Результаты расчетов по теоретической модели показали, что уве-
личением дисперсности капель промывочной воды в зону смешения с
эмульсией "вода в нефти"по порядку величин в десять раз приводит
к снижению расхода промывочной воды примерно во столько же раз.

Очищенная от солей и примесей нефть перед транспортировкой
к местам назначения обычно хранится в специальных емкостях, в
основном это вертикальные стальные резервуары (РВС) различного
объема. На практике смешивают тяжелые и легкие фракции неф-
тей(или дизельное топливо с керосином и т.д.) различными способа-
ми, как правило,организуя рециркуляцию (одновременную закачку
и опорожнение) потоков в резервуаре или используя мешалки про-
пеллерного типа, что сопровождается большими энергетическими за-
тратами и недостаточной степенью смешения углеводородных жид-
костей.

Для более эффективного смешения предложено установить во
входной узел резервуара устройство с инжектированием [8, 9]. В этом
случае смешение происходит за счет энергии потоков в камере сме-
шения смесителя, а также вне смесителя при взаимодействии турбу-
лентных струй, вытекающих из камеры смешения смесителя, с окру-
жающей струю жидкостью. Кроме того, за счет инжекции жидко-
сти из емкости образуются вынужденные циркуляционные потоки,
разрушающие застойные зоны и препятствующие образованию дон-
ных осадков. Предложена теоретическая модель перемешивания с
помощьюустройства с инжектированием, получено характеристиче-
ское уравнение и коэффициент полезного действия этого устройства
[10]. Составлены уравнения, описывающие траекторию осевой линии
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струи, выходящей из устройства в резервуар с более тяжелой нефтью
[11, 12]:

R(l) = 0, 22l,
dM

dl
= J (4)

(M = ρSw, S = πR2, J = πR sin(α/2)ρ(i)w, sin(α/2) = 0, 22)

d

dl
(MwP ) = 0,

d

dl
(MwQ) = (ρ(i) − ρ)Sg, ρ =

(1 + k)ρ(i)

ρ(i)/ρ(a) + k
(5)

P =
dx

dl
= cos θ,Q =

dy

dl
= sin θ, P 2 +Q2 = 1,

где M,ρ и w — массовый расход смеси, средняя плотность и ско-
рость смеси для сечения струи с координатой l ; J — интенсивность
поступления нефти в струю через ее границу отнесенная на единицу
длины по оси струи; θ — угол наклона между касательной к траек-
тории оси струи и осью Оx.

Начальные условия для системы уравнений (4)) - (5):

l = l(l), R(l) = 0, 22l(l), k = k(l), w = w(l), x = y = 0,

P = cos θ
(l)
0 , Q = sin θ

(l)
0 ρ = ρ(l),M = M (l) = ρ(l)S(l)w(l),

где θ
(l)
0 — угол наклона оси струи от горизонтального направления

на выходе из смесителя.
Получены расчетные графики характеристик турбулентной за-

топленной струи в резервуаре хранения нефти. Показано: 1) про-
исходит полное выравнивание концентрации инжектируемой смеси
жидкости с концентрацией жидкости находящейся в резервуаре; 2)
скорость струи снижается на расстоянии порядка нескольких метров
до значения, превышающее минимальную промысловую скорость из-
вестную из практики ликвидации донных отложений.
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ОБ ИНИЦИИРОВАНИИ ДЕТОНАЦИИ В
ПУЗЫРЬКОВОЙ ЖИДКОСТИ ВОЛНАМИ МАЛОЙ

АМПЛИТУДЫ

Гималтдинов И.К., Родионов А.С., Кочанова Е.Ю.
Уфимский государственный нефтяной технический университет,

г. Уфа, Россия;
iljas_g@mail.ru, artrodionov@mail.ru, moto8728@mail.ru

Исследуются процессы инициирования и распространения дето-
национной волны при наклонном падении импульса давления на «пу-
зырьковая среда – «чистая» жидкость» в плоском канале. Показа-
но, что наличие наклонной границы, разделяющей области пузырь-
ковой и «чистой» жидкости, способствует инициированию дето-
нации волнами малой амплитуды.

Ключевые слова: пузырьковая среда, детонация, амплитуда, на-
клонное падение, преломление через границу.

INITIATION OF DETONATION IN A BUBBLE LIQUID
BY WAVES OF LOW AMPLITUDE

Gimaltdinov I.K., Rodionov A.S., Kochanova E.Y.
Ufa State Petroleum Technological University, Ufa, Russian Federation;

iljas_g@mail.ru, artrodionov@mail.ru, moto8728@mail.ru

The processes of initiation and propagation of a detonation wave are
investigated with an oblique drop of a pressure pulse on a "bubble medium
-"pure "liquid"in a flat channel. It is shown that the presence of an
inclined boundary separating the regions of the bubbly and "pure"liquid
promotes the initiation of detonation by waves of small amplitude.

Key words: bubbly liquid, detonation, amplitude, oblique incidence,
refraction across the boundary.

Детонационные волны (ДВ) могут возникать в различных средах,
в том числе и в сильно отличающихся по физико-химическим свой-
ствам [1 – 3]. Однако, во всех средах детонация – это самоподдер-
живающийся, автоволновой процесс. Энерговыделение в среде обес-
печивает возможность существования самоподдерживающихся волн
детонации.
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Рассмотрим плоский канал, заполненный пузырьковой (газонасы-
щенной) и «чистой» жидкостью с границей раздела этих сред, распо-
ложенной под углом ϕ по длине канала (рис. 1). Предположим, что
газовая фаза пузырьковой жидкости является взрывчатой газовой
смесью (например, смесь ацетилена с кислородом или гремучий газ).
В момент времени t = 0 на границу x 0 = 0 воздействует П-образный
импульс протяженностью t ∗ и амплитудой ∆ p 0 , причем амплитуда
∆ p 0 недостаточна для инициирования детонации на границе x 0 = 0
[3]. Требуется определить динамику волнового процесса в канале при
t > 0.

Рис. 1. Схема задачи

В качестве газовой фазы для расчетов принимается ацетилено-
кислородная стехиометрическая смесь С 2 H 2 +2.5O 2 . Такой выбор
газовой фазы обусловлен тем, что она использовалась в большинстве
экспериментов [1 – 3]. В качестве жидкой фазы – водоглицериновый
раствор с массовой долей глицерина 0.5 [1 – 3].

Для численного анализа задачи о распространении ДВ при про-
хождении границы раздела «пузырьковая среда – «чистая» жид-
кость» используем систему уравнений, описывающей волновые дви-
жения в пузырьковой жидкости в лагранжевых координатах [4,5,7].
Это связано с тем, что в лагранжевых координатах первоначальная
граница, разделяющая области газожидкостной и однородной среды,
остается неподвижной
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Система уравнений в лагранжевых координатах решалась числен-
но по явной схеме [6].

Пусть волна с амплитудой давления ∆ p 0 П-образной формы,
равной 6 атм. (рис. 2, а) распространяется в пузырьковой среде и
падает на наклонную границу раздела сред «пузырьковая среда –
«чистая» жидкость». При достижении границы раздела через 0.6 мc
от начала движения, волна давления начинает преломляться в «чи-
стой» жидкости. Вследствие разницы значений акустических сопро-
тивлений пузырьковой среды и «чистой» жидкости преломление и
отражение падающей волны на границе раздела этих сред будет ана-
логичен взаимодействию волны с жесткой границей [8]. При прохож-
дении волной области пузырьковой среды начальная амплитуда дав-
ления, равная 6 атм., недостаточна для инициирования детонации,
тогда как падение волны на наклонную границу в момент времени
1.0 мс привело к значительному увеличению амплитуды, что послу-
жило причиной инициирования детонации в точке с координатами
x = 0.24 м и y = 0.09 м и повышению давления до 16 атм. Момент
начала детонации показан на рисунке 2, б.
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Рис. 2. Эпюры давления в моменты времени: а – 0.6 мс, б – 1.0 мс, в
– 1.4 мс. Параметры системы: газ – ацетилено-кислородная смесь,
жидкость – 50% по массе водоглицериновый раствор: p 0 = 0.1
МПа, ∆ p 0 = 0.6 МПа, Т 0 = 293 К, ρl 0 = 1130 кг/м 3 , v l =
6*10 −6 м 2 /с, c l = 3.3 кДж/(кг·К), λ l = 0.42 Вт/(м·К), С l =

1700 м/с, ρg 0 = 1.29 кг/м 3 , λ g = 2.6·10 −2 Вт/(м·К),
α g 0 = 0.01, α 0 = 1.25 мм, γup = 1.36, L x =1.2 м, L y =0.5 м,

x 01 =0.2 м, x 02 =0.49 м, ϕ = 60 0 .

На рис. 2, в представлено распределение давления в ДВ для мо-
мента 1.4 мс, когда фронт взрывной волны достиг координаты x=0
и произошел удар о непроницаемую границу рассматриваемой об-
ласти, что вызвало значительное увеличение амплитуды давления,
свыше 100 атм. Форма фронта ДВ при этом представляет собой
окружность с амплитудой давления до 50 атм. Следовательно, от-
носительно небольшие амплитуды давления (до 6 атм.), изначально
недостаточные для инициирования ДВ в пузырьковой жидкости, мо-
гут вызывать детонацию при падении на наклонную границу раздела
«пузырьковая среда – «чистая» жидкость» с последующим образова-
нием ДВ и увеличением амплитуды давления до значений, больших
100 атм.

Таким образом, исследованы процессы инициирования и распро-



странения ДВ при прохождении границы раздела пузырьковой среды
и «чистой» жидкости в случае, когда граница раздела расположе-
на под некоторым углом к фронту ДВ при начальном давлении, не
способном инициировать детонацию. Показано, что при малых ам-
плитудах начального давления (до 6 атм.) волна давления при про-
хождении границы раздела сред увеличивает амплитуду давления
до 16 атм. вследствие значительной разницы в показателях акусти-
ческих сопротивлений пузырьковой среды и «чистой» жидкости, в
связи с чем детонация инициируется только при падении на наклон-
ную границу раздела пузырьковой среды и «чистой» жидкости вслед-
ствие интерференции волн.

Работа выполнена в рамках государственного задания Минобрна-
уки РФ в сфере научной деятельности № FEUR-2020-0004 «Решение
актуальных задач и исследование процессов в нефтехимических про-
изводствах, сопровождающихся течениями многофазных сред».
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В статье затрагиваются вопросы описания полей напряжений
и деформаций в материале со степенным законом вблизи трещины,
метод разложения по собственным значениям, метод малого пара-
метра, нахождение коэффициентов асимптотического разложения
показателя нелинейности материала.

Ключевые слова: задача Хатчинсона-Райса-Розенгрена, асимпто-
тическое разложение, собственные функции, метод малого пара-
метра, показатель упрочнения материала.

ANALYSIS OF THE MATERIAL NONLINEARITY
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The article deals with the description of stress and strain fields in
a material with a power law near a crack, the method of expansion
in eigenfunctions, the method of a small parameter, and finding the
coefficients of the asymptotic expansion of the nonlinearity index of the
material.

Key words: Hutchinson-Rice-Rosengren problem, asymptotic
expansion, eigenfunctions, small parameter method, material hardening
index.

В работе Д. Райса [1] задача антиплоского сдвига, которая явля-
ется классической, была решена методом годографа. Тем не менее,
и в последнее время вопрос нахождения полей напряжений, дефор-
маций и перемещений в окрестности острого выреза или трещины
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продолжает вызывать интерес [2 – 7]. Спектр собственных значений
для нелинейной задачи на собственные значения, следующей из про-
блемы определения напряженно-деформированного состояния у вер-
шины трещины антиплоского сдвига, найден в [5] с помощью метода
малого параметра, который дает возможность отыскания аналитиче-
ской зависимости собственного значения нелинейной задачи от соб-
ственного значения соответствующей линейной задачи и показателя
нелинейности материала. В данной работе обращается внимание на
суммирование ряда для показателя нелинейности материала в задаче
антиплоского сдвига.

При рассмотрении задачи об остром вырезе с раствором 2α в
бесконечной плоскости, находящейся в условии продольного сдвига,
возникают следующие уравнения равновесии и условие совместности
деформации

∂σrz
∂r

+
1

r
∂σrz +

1

r

∂σθz
∂θ

= 0, −∂εθz
∂r

+
1

r

∂εrz
∂θ
− 1

r
εrz = 0.

Компоненты тензора деформации и напряжения связаны степен-
ной зависимостью

εrz = 1, 5Bσn−1σrz, εθz = 1, 5Bσn−1σθz, σ2 = 3(σ2
rz + σ2

θz),

где σ – интенсивность касательных напряжений, показатель упроч-
нения n и B - постоянные материала.

Тождественно удовлетворить уравнениям равновесия можно, если
ввести такую функцию напряжения Φ(r, θ) , что

σrz =
1

r

∂Φ

∂θ
, σθz = −∂Φ

∂r
.

Решение уравнения для функции Φ(r, θ) , следующего из условия
совместности деформаций, в окрестности вершины трещины ищется
в виде разложения по степеням малого параметра r :

Φ(r, θ) = rsf1(θ) + rtf2(θ) + ..., s < t, ... .

Главным членом разложения является Φ(r, θ) = rsf(θ) .
Обыкновенное нелинейное дифференциальное уравнение для

функции напряжений f(θ) можно получить, используя все отноше-
ния, перечисленные выше:

f ′′(n(f ′)2 + s2f2) + f(C1(f ′)2 + C2f
2) = 0, (1)
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где C1 = s(n− 1)(2s− 1) + s2, C2 = s3(n− 1)(s− 1) + s4 .
Уравнения с граничными условиями отсутствия поверхностных

усилий на берегах трещины имеют вид f(θ = ±π) = 0 .
Аналитическое выражение для собственных функций можно по-

лучить представляя собственное число s , а также показатель упроч-
нения n и функцию напряжений f(θ) в виде:

s = s0 + ε, n = n0 + εn1 + ε2n2 + ... =

∞∑
j=1

εjnj , (2)

f(θ) = f0(θ) + εf1(θ) + ε2f2(θ)... =

∞∑
j=1

εjfj(θ). (3)

Подставляя асимптотические представления для собственного
значения, показателя нелинейности материала и искомой собствен-
ной функции в уравнение (1) и собирая слагаемые с одинаковой сте-
пенью ε , получим систему линейных обыкновенных дифференци-
альных уравнений:

ε0 : (f0)′′ + s2
0f0 = 0,

ε1 : (f1)′′ + s2
0f1 = s0[n1(s− 1) + 2]f0,

ε2 : (f2)′′ + s2
0f2 = − 1

s20
[(f0)′′(n2(f ′0)2 + f2

0 ) + f0(C2
1 (f ′0)2 + C2

2f
2
0 )],

(4)
где C2

1 = n1(4s0 − 1) + n2s0(2s0 − 1) + 1, C2
2 = s3

0(n2(s0 − 1) + n1) .
В [6] показано, краевые задачи для полученных неоднород-

ных линейных дифференциальных уравнений относительно функций
fk(θ), k > 0 разрешимы в том и только в том случае, если выполнено
условие разрешимости, которое дает возможность найти коэффици-
енты асимптотического разложения показателя нелинейности мате-
риала. Анализируя коэффициенты n1, n2, n3 можно найти в общем
виде выражения для nk :

nk =
(−1)ks∗

(s0 − s∗)k+1
− (−1)k

(s0 − 1)k+1
, (5)

где s∗ =
s20

2s0−1 , и просуммировать две получающиеся бесконечно
убывающие геометрические прогрессии. Будем иметь

n = 1+
s∗

s0 − s∗

∞∑
i=1

(
−ε

s0 − s∗

)i
− 1

s0 − 1

∞∑
i=1

(
−ε

s0 − 1

)i
=

s

s− s∗
− s

s− 1
.

(6)
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Из (6) можно найти функциональную зависимость s = s(n, s0) .
Отметим, что выражение (5) справедливо для всех s0 6= 0, 5 . В

случае s0 = 0, 5 получим

nk = − (−1)k

(s0 − 1)k+1

или

n = 1− 1

s0 − 1

∞∑
i=1

(
−ε

s0 − 1

)i
= − s

s− 1
.

Получили зависимость Хатчинсона–Райса–Розенгрена, которая
устанавливает связь собственного числа с показателем нелинейности
[1, 2].

В работе получено выражение для собственной функции нели-
нейной задачи на собственные значения, следующей из проблемы
определения нахождения напряженно-деформированного состояния
у вершины трещины антиплоского сдвига в материалах со степенны-
ми определяющими уравнениями, проанализированы коэффициенты
асимптотического разложения показателя нелинейности материала.
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Рассматриваются вопросы, касающиеся роли природных и ан-
тропогенных факторов изменчивости глобального климата. Каче-
ственно анализируется роль океанической циркуляции в глобальных
термодинамических процессах Земли. Анализируются балансы пар-
никовых газов в атмосфере и океане, влияние антропогенных факто-
ров. Формулируются требования к моделям климата Земли нового
поколения. Рассматривается вопрос о наличии альтернативы сце-
нарию все ускоряющегося потепления климата, которое предсказы-
вается из-за антропогенного увеличения концентрации парниковых
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Issues related to the role of natural and anthropogenic factors
in the variability of the global climate are considered. The role
of oceanic circulation in the global thermodynamic processes of the
Earth is qualitatively analyzed. The balances of greenhouse gases in
the atmosphere and ocean, the influence of anthropogenic factors are
analyzed. Requirements for new generation Earth climate models are
formulated. The question of the availability of an alternative to the
scenario of an ever-accelerating climate warming, which is predicted due
to an anthropogenic increase in the concentration of greenhouse gases in
the atmosphere, is being considered.

Key words: global climate change, variations in the global average
temperature of the lower troposphere, wavelet transformation, cycles of
heliomagnetic activity and sun rotation, temperature stabilization.

В последние годы не утихают споры по поводу глобального потеп-
ления. Вопросы вызывают и вклад антропогенного фактора в этот
процесс, и возможное развитие ситуации, и её последствия, и роль
океана в формировании климата на планете. Обсуждению этой про-
блематики было посвящено одно из заседаний Президиума РАН, ма-
териалы которого мы предлагаем вниманию читателей [1].

Изучаются также вопросы, касающиеся роли природных и антро-
погенных факторов изменчивости глобального климата. Качественно
анализируется роль океанической циркуляции в глобальных термоди-
намических процессах Земли. Анализируются балансы парниковых
газов в атмосфере и океане, влияние антропогенных факторов. Фор-
мулируются требования к моделям климата Земли нового поколения
[2].

Исследован вопрос о наличии альтернативы сценарию все ускоря-
ющегося потепления климата, которое предсказывается из-за антро-
погенного увеличения концентрации парниковых газов в атмосфе-
ре. С помощью вейвлетов сравниваются ряды средней глобальной
температуры воздуха, построенные по данным измерений и модели-
рования. Установлено, что с помощью современных климатических
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моделей нельзя разрабатывать сценарии изменения климата на сле-
дующие десятилетия. Предлагается сценарий, основанный на реаль-
ных особенностях вариаций глобальной температуры. Согласно это-
му сценарию, в ближайшие десятилетия не только сохранится про-
должающаяся уже 15 лет стабилизация температуры, но и возможно
некоторое похолодание [3].
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Теоретически исследовано распространение акустического им-
пульса при прохождении через пористую перегородку с “открыты-
ми” границами. Выполнено сравнение эволюции импульсных возму-
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is made of the evolution of bell-shaped impulse pressure perturbations in
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Исследование динамики звуковых волн при прохождении через
пористые перегородки, насыщенные пузырьковыми жидкостями, а
также их воздействие на преграды, покрытые пористым слоем, пред-
ставляет значительный научный и практический интерес в связи с
распространением таких сред. Известно большое количество трудов,
посвященных изучению процессов распространения волн в пористых
средах [1 – 3].

Полная математическая модель, описывающая распространение
малых возмущений в жидкости с газовыми пузырьками, представле-
на в работе [1].

В работе [2] экспериментально исследовались ударные волны в пу-
зырьковых средах. Проведено сравнение экспериментальных данных
с результатами расчетов параметров ударных волн.

В работе [3] исследована эволюция импульса конечной длитель-
ности в пористой среде, насыщенной газожидкостной смесью. Рас-
смотрены два случая пузырьков в пористой среде. Первая, когда
пузырек охватывает несколько пор, и вторая ситуация – пузырьки
газа намного меньше, чем размеры пор и находятся на стенках пор.
Показано, что существуют три диапазона частот, где качественно и
количественно меняется зависимость фазовой скорости звука и ко-
эффициента затухания.

В данной работе исследуется эволюция волнового импульса раз-
ной геометрии в пористой среде, насыщенной пузырьковой жидко-
стью.

Прохождение гармонических волн через пористую пре-
граду. Пусть гармоническая плоская волна с частотой ω , распро-
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страняясь по воде, падает под углом θ
(0)
1 на первую границу «вода

– пористая среда, насыщенная пузырьковой жидкостью». Тогда дви-
жение в левой части от границы (x < 0) является наложением двух
волн – падающей и отраженной. Движение слева от второй грани-
цы (0 < x < l) в пористой среде прошедшая волна делится на две:
быструю и медленную. Справа от второй границы, в области (x > l) ,
также имеются две вышедшие волны (из-за разных скоростей распро-
странения медленной и быстрой волн в пористой среде).

В случае падения плоской волны под углом на границу «вода –
пористая среда, насыщенная пузырьковой жидкостью», получим:

sin θ
(0)
1 = sin θ

(r)
1 , sin θ

(t)
1s =

ω

KsCe
sin θ

(0)
1 , (1)

sin θ
(0)
1 = sin θ

(r)
1 , sin θ

(t)
1l =

ω

KlCe
sin θ

(0)
1 . (2)

В случае падения плоской волны под углом на границу «пористая
среда, насыщенная пузырьковой жидкостью – вода», получим:

sin θ
(0)
2s = sin θ

(r)
2s , sin θ

(t)
2s =

KsCe
ω

sin θ
(0)
2s , (3)

sin θ
(0)
2l = sin θ

(r)
2l , sin θ

(t)
2l =

KlCe
ω

sin θ
(0)
2l . (4)

Здесь Ce – скорость распространения волны в окружающей сре-
де, Ks,Kl – волновые числа, определяемые в [4]. Нижний индекс
e относится к параметрам воды, окружающего пористую среду, а
верхние индексы 0 , r и t относятся, соответственно, к параметрам
падающей, отраженной и прошедшей волн.

Для определения коэффициентов отражения и прохождения вол-
ны запишем граничные условия, количество которых должно соот-
ветствовать количеству возникающих волн.

На границе x = 0 должны выполняться следующие условия:

p(0)
e + p(r)

e = p
(t)
l = −σ∗(t)s , (5)(

υ(0)
e − υ(r)

e

)
cos θ

(0)
1 = (1− αs0) υ

(t)
l cos θ

(t)
1l + αs0υ

(t)
s cos θ

(t)
1s . (6)

На границе x = l граничные условия запишутся:
для медленной волны

(1− αs0)
(
p(0)
e + p(r)

e

)
= p

(t)
2l , (7)
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(1− αs0)
(
υ

(0)
l − υ

(r)
l

)
cos θ

(0)
2l = υ

(t)
2l cos θ

(t)
2l , (8)

для быстрой волны

αs0

(
σ∗(0)
s + σ∗(r)s

)
= −p(t)

2s , (9)(
υ(0)
s − υ(r)

s

)
cos θ

(0)
2s = υ

(t)
2s cos θ

(t)
2s . (10)

Здесь θ
(0)
j , θ(r)

j , θ(t)
j – соответственно углы падения, отражения

и преломления, где j = 1l, 1s, 2l, 2s ; здесь цифры 1 и 2 соответствуют
первой или второй границе соответственно.

На основе полученных выражений для коэффициентов отраже-
ния и прохождения гармонических плоских волн для первой и второй
границ рассмотрим динамику волны конечной длительности колоко-
лообразной формы при прохождении через пористую преграду.

На рис. 1 представлена динамика отражения импульса давления
от первой «открытой» границы пористой перегородки при нормаль-
ном и наклонном падении. Характерные размеры среды: a0 = 10−4 м,
b0 = 10−3 м, αl0 = 0, 6 , αs0 = 0, 39 , αg0 = 0, 01. Параметры среды
взяты при Т=300К.

Расположение датчиков следующее. Датчик D1 размещен с ле-
вой стороны, вблизи первой границы пористой среды и регистрирует
исходный импульс давления и отраженный. Датчики D2 и D3 распо-
ложены внутри пористой среды, вблизи первой границы и регистри-
руют прошедшие импульсы давлений в порах среды и материале ске-
лета соответственно. Датчики D4 и D5 расположены внутри пористой
среды, вблизи второй границы и регистрируют импульсы, дошедшие
до этой границы и отраженные от нее (медленная и быстрая волны
соответственно). Датчик D6 расположен справа от пористой среды,
вблизи второй границы и регистрирует прошедшие через вторую гра-
ницу импульсы давлений (по порам и по скелету).

Из рис. 1 видно, что при падении под углом 300 к первой гра-
нице происходит меньшее отражение и, следовательно, через первую
границу волновой импульс пройдет большей амплитудой.

Следует отметить, что что для быстрой волны на расстоянии 1 м
импульс трансформируется и фаза сжатия небольшой амплитуды ме-
няется на фазу разрежения из-за радиальной пульсации пузырьков.
А для медленной волны прошедший импульс через границу «вода –
пористая среда, насыщенная пузырьковой жидкостью» на расстоя-
нии 1м полностью затухает.
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Рис. 1. Динамика отражения и прохождения импульсом давления
«открытых» границ пористой среды и эволюция импульса давления
в пористой среде толщиной 1 м. Рис.1а соответствует нормальному

падению, рис. 1б – под углом 300 .
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УДК 517.958:533.7

О ПРЕОБРАЗОВАНИЯХ ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ
ГАЗОДИНАМИЧЕСКИХ СРЕД

Хабиров С.В.
Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН,

г. Уфа, Россия;
habirov@anrb.ru

В работе рассмотрена квазилинейная система дифференциаль-
ных уравнений, описывающая движение идеальной газодинамиче-
ской сплошной среды. Из термодинамического тождества следу-
ет, что среда двухпараметрическая. Уравнение состояния задает-
ся внутренней энергией в функции от энтропии и удельного объема.
Преобразования эквивалентности не изменяет вид системы, но ме-
няют лишь уравнения состояния. Найдены преобразования эквива-
лентности, преобразующие лишь термодинамические параметры и
растягивающие все переменные. Известная групповая классифика-
ция, расширяющая допускаемую группу, состоит из найденных пре-
образований эквивалентности. Исключение в случае уравнение со-
стояния линейного по удельному объему и в случае одноатомного га-
за, модель которого инвариантна относительно проективного пре-
образования. Если уравнение состояния изменяется со временем, то
найдены семейства уравнений состояния, для которых проективные
преобразования являются преобразованиями эквивалентности.

Ключевые слова: газовая динамика, уравнение состояния, преоб-
разования эквивалентности, групповая классификация.

ON EQUIVALENCE TRASFORMATIONS OF
GASDYNAMIC MEDIUM

Khabirov S.V.
Mavlutov Institute of Mechanics UFRC RAS, Ufa, Russia;

habirov@anrb.ru

In the work we consider a quasilinear system of differential
equations describing the motion of ideal gasdynamic medium. From the
thermodynamic identity it is follow that the medium is two-parameter.
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The state equation is given by the inner energy as a function of an
entropy and a specific volume. The equivalent transformations are not
change the form of the system but change only the state equation.
We found all equivalent transformations converting only thermodynamic
parameters and expanding all variables. The known group classification
extended admitted group consists of the equivalent transformations. There
is exclusion when the state equation is linear on the specific volume and
in the case of oneatomic gas. In the last case the model is invariant under
projective transformations. We found a family of the state equations for
which the projective of transformations are the equivalent transformations
if the state equations change with the time.

Key words: gas dynamics, state equation, equivalent transformation,
group classification.

1. Введение

Групповой анализ уравнений газовой динамики наиболее продви-
нут [1, 2]. Найдены алгебры Ли допускаемой группы преобразова-
ний. Проведена групповая классификация по функции A(p, ρ) = ρc2 ,
c2 = fρ , c – скорость звука, p = f(ρ, S) – уравнение состояния в ви-
де давления как функция плотности и энтропии [1, 3]. Построены
оптимальные системы неподобных подалгебр основных допускаемых
групп [4]. Составлен граф вложенных подалгебр, позволяющий стро-
ить цепочки вложенных подмоделей [5]. Рассмотрены множества ин-
вариантных, частично инвариантных подмоделей и точных решений,
которые тоже могут быть подвержены групповому анализу. Физи-
ческая интерпретация полученных решений, подобно тому как это
сделано для одномерных нестационарных движений и плоских уста-
новившихся безвихревых течений [6, 7], далека от завершения.

В работе рассмотрены преобразования эквивалентности, которые
изменяют лишь уравнения состояния ε = e(V, S) , V = ρ−1 , стаци-
онарного типа и ε = e(t, V, S) нестационарного типа. Показано, что
все расширения допускаемых групп при групповой классификации
[1] являются преобразованиями эквивалентности некоторых классов
уравнений состояния.
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2. Идеальные двухпараметрические среды
газодинамического типа

Законы сохранения массы, импульса и энергии без внешних сил и
теплопроводности в дифференциальной форме имеют вид [6]

Vt + (~u · ∇)V = V∇ · ~u,

~ut + (~u · ∇)~u+ V∇p = 0,

εt + (~u · ∇)ε+ V p∇ · ~u = 0,

(1)

где V = ρ−1 — удельный объем, ρ — плотность, p — давление, ε —
удельная внутренняя энергия, ~u — скорость частицы газа в момент
времени t в точке пространства ~x ∈ Rn , ∇ = ∂~x — градиент. 5
скалярных уравнений связывают 6 газодинамических величин. Для
замыкания системы пользуются энергетическим термодинамическим
тождеством

TdS = dε+ pdV (2)

справедливым в частице газа. Здесь T — температура, S — эн-
тропия, d — дифференциал. Все термодинамические функции за-
висят от t и ~x . Если дифференциал взять вдоль мировой линии
D = ∂t + ~u · ∇ , то из (2) следует уравнение для энтропии

St + ~u · ∇S = 0. (3)

Дифференцирование вдоль ~x , t дает еще n+ 1 равенство

T∇S = ∇ε+ p∇V, TSt = εt + pVt. (4)

Мы получаем n + 3 эволюционных уравнений, n неэволюционных
равенств и 2−1n(n − 1) условий совместности, сравнивая смешан-
ные производные функции ε(t, ~x) . В одномерном случае n = 1 все
функции зависят от t и x : ε = ε(t, x) , V = V (t, x) , S = S(t, x) .
Исключение t , x дает уравнение состояния двухпараметрической
среды

ε = e(V, s), T = eS , p = −eV . (5)

При n = 2 из условий совместности равенств (4) следует∣∣∣∣∣∣
St Sx Sy
pt px py
Vt Vx Vy

∣∣∣∣∣∣ = 0 или

∣∣∣∣∣∣
St Sx Sy
Tt Tx Ty
Vt Vx Vy

∣∣∣∣∣∣ = 0⇒
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p = p(V, S) , T = T (V, S) , а из (2) следует (5). В пространстве Rn(~x) ,
n ≥ 3 из условий совместности (4) следует∣∣∣∣∣∣

St Sxi Sxj
pt pxi pxj
Vt Vxi Vxj

∣∣∣∣∣∣ = 0 (i 6= j) или

∣∣∣∣∣∣
St Sxi Sxj
Tt Txi Txj
Vt Vxi Vxj

∣∣∣∣∣∣ = 0.

В новой системе координат S, V, x3, ..., xn отсюда следует p =
p(V, S) , T = T (V, S) , а из (2) следует (5).

Итак, среды с термодинамическим тождеством (2) двухпарамет-
рические. С уравнением состояния ε = e(V, S) движение определя-
ется уравнениями D = ∂t + ~u · ∇ :

DV = V∇ · ~u,

D~u = V (eV V∇V + eV S∇S), DS = 0.
(6)

Для других термодинамических функций справедливы уравнения

Dε = V eV∇ · ~u, Dp = −V eV V∇ · ~u,

DT = V eSV∇ · ~u.
(7)

Если eV V > 0 , то система уравнений гиперболична и описывает
движения газа [6, 7]. Для измеряемых термодинамических величин
p, V, T уравнение состояния и дифференциальные уравнения прини-
мают вид [7]

p = gV , ε = TgT − g(T, V ), S = gT ,

gTTDp = V (gV V gTT − g2
TV )∇ · ~u, (8)

gTTDT + V gTV∇ · ~u = 0.

Дифференциальные уравнения для V , ~u из (1) и для T из (8) за-
дают замкнутую систему с измеряемым уравнением состояния.

3. О преобразованиях эквивалентности

Система (6) удобна для группового анализа, когда разыскиваются
преобразования всех переменных (зависимых и независимых), остав-
ляющих неизменными уравнения системы. Преобразования не меня-
ющие уравнение состояния образуют ядро допускаемых групп преоб-
разований. Ядро было найдено Л.В. Овсянниковым [3]. Оно состоит



54 Хабиров С.В.

из переносов по времени и по пространству, галилеевых переносов
(движения начала с постоянной скоростью), вращений вокруг лю-
бой оси, проходящей через начало и равномерного растяжения по
времени и пространству. Ядро образует 11-параметрическую группу
преобразований. Ядро может расширится для специальных уравне-
ний состояния. Классификацию всех расширений следует делать с
точностью до преобразований эквивалентности, когда система (6) не
меняется , но изменяется лишь уравнение состояния. Некоторые пре-
образования были замечены в [1, 2] и с их помощью была проделана
групповая классификация. Оказывается, что почти все расширения
являются преобразованиями эквивалентности.

Вычислим частный случай преобразований эквивалентности си-
стемы (6) вида

ε̃ = h(S, V, ε), Ṽ = g(S, V, ε), S̃ = f(S, V, ε), (9)

когда уравнение состояния ε = e(S, V ) перейдет в ε̃ = ẽ(S̃, Ṽ ) , т.е.
выполнено соотношение

h(S, V, e(S, V )) =
= ẽ(f(S, V, e(S, V )), g(S, V, e(S, V ))),

(10)

а переменные t, ~x, ~u инвариантны.
Из уравнений (6) и (7) следует

DS̃ = fSDS + fVDV + fεDε = 0⇒ fV + fεeV = 0;

DṼ = gSDS + gVDV + gεDε = Ṽ∇ · ~u
⇒ g = V (gV + gεeV ).

Если уравнение состояния общего вида, т.е. gV принимает любые
значения, то fV = 0 , fε = gε = 0 , g = V gV (расщепление по eV ).
Далее считаем S̃ = f(S) , Ṽ = V g(S) . Из уравнений для импульса

∇ · ~u = Ṽ (ẽṼ Ṽ∇Ṽ + ẽṼ S̃∇S̃) = V (eV V∇V + eV S∇S)

следует
eV S = g(V g’ẽṼ Ṽ + f ’ẽṼ S̃), eV V = g2ẽṼ Ṽ . (11)

Дифференцирование (10) по S и по V дает зависимость между пер-
выми производными функций e , ẽ :

hS + hεeS = ẽS̃f ’ + ẽṼ V g’, hV + hεeV = ẽṼ g. (12)
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Дальнейшее дифференцирование по V в силу (11) и расщепления по
eV , eV V

ε̃Ṽ Ṽ g
2 = hV V + 2hV εeV + hεεeV V = eV V

⇒ hε = 1, hV V = 0

определяет функцию h = ε+ V α(S) + β(S) , а (12) принимает вид

α’V + β’ + eS = ẽS̃f ’ + ẽṼ V g’, α+ eV = ẽṼ g.

Дифференцирование по V в силу (11) дает

α’ = g’ẽṼ ⇒ α’ = g’ = 0

⇒ α = A, g = C— постоянные.

Таким образом, преобразование эквивалентности вида (9) таковы

S̃ = f(S), Ṽ = CV, ε̃ = ε+AV + β(S), (13)

где A,C — произвольные постоянные, f, g — произвольные функ-
ции.

Вычислим преобразования эквивалентности – растяжения общего
вида. Учитывая преобразования (13) достаточно искать преобразова-
ния эквивалентности — растяжения вида

t̃ = Tt, ~x = X~x, ~̃u = U~u, ε̃ = Eε.

Система (6) с произвольной функцией e(S, V ) сохраняет свой вид,
только если

X = TU, E = U2. (14)

Базисные операторы бесконечной алгебры Ли L группы преобразо-
ваний эквивалентности в декартовой системе координат записывают-
ся в виде ( k = 1, 2, 3 ) [8]

Xk = ∂xk , X3+k = t∂xk + ∂uk ,

X6+k = xi∂xj − xj∂xi + ui∂uj − uj∂ui ,

(i, j, k) — круговая перестановка индексов (1, 2, 3) ;

X10 = ∂t, X11 = t∂t + xk∂xk ; X12 = V ∂V − p∂p,

X13 = t∂t − uk∂uk − 2ε∂ε − 2p∂p, X14 = V ∂ε − ∂p,

〈f(S)〉1 = f(S)∂S , 〈β(S)〉2 = β(S)∂ε,



56 Хабиров С.В.

где f(S) , β(S) — произвольные функции.
Здесь операторы продолжены на производную p = −eV для срав-

нения с групповой классификацией из работы [3]. Есть только два
расширения из групповой классификации, которые не входят в ал-
гебру L . Выясним для каких уравнений состояния они являются пре-
образованиями эквивалентности. Первое расширение задается опера-
тором контактных преобразований [9]

−ϕ′(−eV )V ∂V − V (ϕ(−eV ) + eV ϕ
′(−eV )) ∂ε−

−ϕ(−eV )∂eV , ϕ′′ 6= 0,

где ϕ(e) — произвольная функция.
Бесконечная псевдогруппа задаётся равенствами

p = −eV , ẽṼ = −µ(p), Ṽ =
V

µ′(p)
,

ε̃ = ε− V p+
V µ(p)

µ′(p)
, ϕ(p)µ′ = ϕ(µ).

Уравнения (6) не изменятся при таких преобразованиях с произволь-
ной функцией µ(p) лишь при линейном уравнении состояния

ε = −P (S)V + ε0(S),

P̃ (S̃) = P (S)µ(P (S)), ε̃0(S̃) = ε0(S)

с произвольной функцией P (S) .
Второе расширение связано с проективным оператором

t(t∂t − uk∂uk) + xj(t∂xj + ∂uj )−

−t(2ε∂ε − 3V ∂V +MS∂S + 5p∂p), p = −eV ,

где M — постоянная.
Решая уравнения Ли [8], получим проективные преобразования

t̃ = t(1− at)−1, x̃j = xj(1− at)−1,

ũk = axk + uk(1− at), Ṽ = V (1− at)−3,

S̃ = S(1− at)M , ε̃ = ε(1− at)2,

где a — групповой параметр.
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На производные преобразования продолжаются по формулам

p̃ = p(1− at)δ, Ṽj̃ = Vj(1− at)−2,

Ṽt̃ = Vt(1− at)−1 − a(xjVj − 3V )(1− at)−2,

ũk
j̃

= ukj (1− at)2 + aδkj (1− at),

ũk
t̃

= ukt (1− at)3 − a(1− at)[axk + (xjukj + uk)(1− at)],

S̃j̃ = Sj(1− at)M+1,

S̃t̃ = St(1− at)M+2 − a(xjSj +MS)(1− at)M+1.

Система [6] инвариантна относительно проективных преобразований
только если M = 0 . Уравнение состояния удовлетворяет функцио-
нальному равенству

ẽ(S, V (1− at)−3) = e(S, V )(1− at)2.

Дифференцирование по V и по t приводит к уравнению

3V eV = −2e⇒ e = V −2/3h(S)⇒ p =
2

3
V −5/3h(S).

Получили уравнение состояния одноатомного газа, модель которого
инвариантна относительно проективных преобразований. Можно ли
обобщить уравнения состояния, для которых проективное преобра-
зование будет преобразованием эквивалентности?

4. Газодинамическая среда, меняющаяся со временем

Рассмотрим газодинамическую сплошную среду с непрерывно ме-
няющимся уравнением состояния, например, в результате реакций

ε = e(t, S, V ).

В термодинамическом тождестве учитывается приток энергии

TdS = dε+ µdt⇒ T = es, p = −eV , µ = −et,

где µ — мощность притока энергии. В системе (6) изменится урав-
нение для энтропии

eSDS + et = 0. (15)
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Преобразования эквивалентности (13) и (14) остаются прежними.
Чтобы проективное преобразование было преобразованием экви-

валентности, уравнение состояния должно удовлетворять функцио-
нальному равенству

ẽ = (t(1− at)−1, S(1− at)M , V (1− at)−3) =

= e(t, S, V )(1− at)2.

Вычисляя преобразования производных функции e и подставляя их
в преобразованное уравнение (15), получим уравнение

MSeS + 3V eV = −2e.

Решение этого уравнения

ε = S−2/Me(t, V S−3/M ), M 6= 0;

ε = V −2/3e(t, S), M = 0,

задают уравнение состояния, для которых проективной оператор за-
даёт преобразование эквивалентности. Преобразование эквивалент-
ности используют для групповой классификации, когда находят
классы уравнений состояния, с которыми система уравнений допус-
кает больше симметрией, чем в случае общего уравнения состояния.
Если известна вся группа преобразований эквивалентности, то опти-
мальная система подгрупп задаёт групповую классификацию.

5. Заключение

Для стационарных уравнений состояния система квазилинейных
уравнений газодинамического типа будет двухпараметрическая. Для
уравнения состояния ε = e(S, V ) определены преобразования эк-
вивалентности термодинамических параметров и общих растяже-
ний. Проективные преобразования допускаются системой уравнений
в случае стационарного уравнения состояния для одноатомного газа.
Проективные преобразования эквивалентности возможны для специ-
альных нестационарных уравнений состояния.
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ ВОЛНОВОГО ЗОНДИРОВАНИЯ
ТРУБОПРОВОДОВ С ПОВРЕЖДЕННЫМИ

УЧАСТКАМИ МЕТОДОМ БЫСТРОГО
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Для обнаружения повреждений в трубопроводах при транспор-
те углеводородных жидкостей или газов предложено создавать зон-
дирующий импульс давления во флюиде, заполняющем канал. По-
строена теоретическая модель распространения импульсов конеч-
ной длительности по трубопроводу с повреждениями типа коррози-
онных проржавлений, трещин и пробоин, пробок. Рассмотрены слу-
чаи наземного и подземного расположения трубопроводов. Получе-
ны системы интегро-дифференциальных уравнений. Выведены дис-
персионные уравнения, коэффициенты отражения и прохождения в
зависимости от типа повреждения. Изучена динамика импульсов
в трубопроводе с поврежденными участками на основе быстрого
преобразования Фурье.

Ключевые слова: интегро–дифференциальные уравне-
ния,гармоническая волна, быстрое преобразование Фурье.
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To detect damage in pipelines during the transport of hydrocarbon
liquids or gases, it is proposed to create a probing pressure pulse in
the fluid filling the channel. A theoretical model of the propagation of
pulses of finite duration through a pipeline with damages such as corrosive
rusting, cracks and holes, plugs has been built. Cases of aboveground
and underground location of pipelines are considered. Systems of integro-
differential equations are obtained. Dispersion equations, reflection and
transmission coefficients are derived depending on the type of damage.The
dynamics of impulses in a pipeline with damaged sections was studied
based on the fast Fourier transform.

Key words: integro–differential equations, harmonic wave, fast Fourier
transform.

Рассматривается трубчатый канал (трубопровод), заполненный
газом или жидкостью, содержащий поврежденный участок протя-
женностью lδ в виде щелей, трещин, пробоин или пробок. На кон-
це трубопровода, радиуса a создается сканирующий импульс дав-
ления длительностью lδ и длиной волны λ . Приняты допущения
[1]: λ � lδ, λ > 2a , ( λ = 2πC/ω,С — скорость звука в среде). По-
вреждения рассматриваются отражающей поверхностью, возмуще-
ния давления и скорости — функции одной пространственной коорди-
наты z и времени t ; ось Оz направлена по оси симметрии трубопро-
вода, начало отсчета (z = 0) совпадает с поврежденным участком;
расстояние до повреждения равно l .

Импульсный сигнал при распространении по трубопроводу за-
тухает. Принята модель[2], в которой вязкость и теплопроводность
флюида проявляются в тонком слое вблизи внутренней поверхности
стенки трубопровода( a� 2

√
ν(j)/ω, j = T, ν , где ν(j), j = T, ν — ко-

эффициент температуропроводности и кинематической вязкости газа
или жидкости).

Уравнение неразрывности для возмущения давления и скорости
имеет вид в газе

∂

∂t

(
p+

√
ν(T )(γ − 1)

a
√
π

∫ t

−∞

p(z, τ)√
(t− τ)

dτ

)
+ ρ0C

2 ∂w

∂z
= 0,

C =

√
γp0

ρ0
, γ =

cg
cg −Rg

, ν(T ) =
λg
ρ0cg

,

∂p

∂t
+ ρ0C

2 ∂w

∂z
= 0,
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где C — скорость звука в газе (или жидкости), p и w — возмуще-
ния давления и скорости, ρ0 — невозмущенное значение плотности,
cg, Rg, γ и λg — теплоемкость при постоянном давлении, приведен-
ная газовая постоянная, показатель адиабаты и коэффициент тепло-
проводности газа, соответственно.

Уравнение импульсов следующее

ρ0
∂w

∂t
+
∂p

∂z
= −2σ

a
, σ =

µ√
πν(µ)

∫ t

−∞

∂w/∂τ√
(t− τ)

dτ, ν(µ) = µ/ρ0,

где σ — касательное напряжение на поверхности стенки канала.
Начальные условия

p |t0=−∞= 0, w |t0=−∞= 0.

Граничные условия для повреждений, приводящих к «утечкам»
флюида

πa2ρ0(w(1) − w(2)) |z=0= ρ0sũ,

p(1) |z=o= p(2) |z=o= p̃

( ũ — скорость фильтрации жидкости через повреждение; p̃ — воз-
мущение давления на отражающей границе z = 0);
для повреждений типа «пробки»

Sw(1) |z=o= S̃w(2) |z=o, S = πa2, S̃ = π(a−∆)2

( ∆ — толщина пробки),

p(1) |z=0= p(2) |z=0 .

Решение ищется в виде затухающих гармонических волн:

p = Apexp[i(Kz − ωt)], w = Awexp[i(Kz − ωt)] (i =
√
−1),

где ω — круговая частота, K = k + iδ — волновой вектор. Дей-
ствительная и мнимая части волнового вектора определяют ско-
рость распространения и затухания гармонических волн, причем
Cp = ω/k, zδ = δ−1 ( Cp — фазовая скорость, zδ — характерное
расстояние, на которое амплитуда гармонической волны уменьшает-
ся в e раз).

В работах [2 – 5] получены дисперсионные уравнения, которые
проанализированы для различных газов, жидкостей, заполняющих
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канал,характеристик канала, выведены коэффициенты отражения и
прохождения в зависимости от типа повреждения. Динамика им-
пульсного сигнала конечной длительности изучалась с помощью
быстрого преобразования Фурье [6 – 7].Теоретические построения по-
ложены в основу патента на изобретение [8].

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта Российского
научного фонда № 21-11-00207, https://rscf.ru/project/21-11-00207/».
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К ЗАДАЧЕ О РЕЛАКСАЦИИ ДАВЛЕНИЯ В
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Исследуется динамика релаксации давления в подземном трубо-
проводе с повреждением стенки, после опрессовки. Построена тео-
ретическая модель, учитывающая фильтрационные характеристи-
ки, окружающей трубопровод среды. Получено линейное интеграль-
ное уравнение описывающее релаксацию давления в трубопроводе.
Представлены результаты численных расчетов зависимости вре-
мени снижения давления от масштабов повреждения стенки.

Ключевые слова: давление, фильтрация, жидкость.

TO THE TASK ON PRESSURE RELAXATION IN
PIPELINE WITH WALL DAMAGE
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Dynamics of pressure relaxation after pressurization in underground
pipeline with wall damage is investigated. A theoretical model was built
that takes into account the filtration characteristics surrounding the
pipeline of the environment. Linear integral equation describing pressure
relaxation in pipeline is obtained. The results of numerical calculations
of the dependence of the time of pressure reduction on the scale of wall
damage are presented.
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Своевременная диагностика трубопроводов является предупре-
ждением возникновения аварийных ситуаций. При имеющемся боль-
шом количестве различных методов диагностики одним из эффек-
тивных методов обнаружения повреждений стенок трубопровода яв-
ляется метод опрессовки. В работах [1,2] показана возможность при-
менения данного метода для зондирования коллекторских характе-
ристик призабойных участков нефтяных и газовых скважин. В [3]
исследуется восстановление давления в подземном горизонтальном
резервуаре хранения, после опрессовки.

Рассматривается линейный участок подземного трубопровода, за-
полненный жидкостью, длиной L , имеющий повреждение стенки
протяженности l . Участок закрыт с обоих концов. В начальный мо-
мент времени t = 0 давление в выбранном участке канале мгно-
венно увеличивается до некоторого значения p(M) . После этого, за
счет фильтрации жидкости через поврежденный участок, давление в
трубе постепенно будет снижаться до значения p0 . Давление в жид-
кости, насыщающей грунт, также принимаем равным p0 .

При описании процесса восстановления давления принимаем, что
интенсивность утечек полностью определяется гидравлическим со-
противлением грунта. Будем полагать, что повреждение представ-
ляет собой цилиндрическую поверхность, а фильтрационное течение
в грунте вокруг поврежденного участка будем считать параллельно
симметричным.

Уравнение сохранения массы жидкости в трубопроводе с учетом
утечки через повреждение стенки

dm

dt
= −2πlaρ0u,m = V ρ,

где ρ — плотность жидкости, ρ0 — начальное значение плотности
жидкости, a – радиус трубы, u – скорость фильтрации жидкости
через поврежденный участок.

Жидкость будем считать акустически сжимаемой

p− p0 = C2(ρ− ρ0).

Для определения скорости фильтрации u запишем основное
уравнение фильтрации и закон Дарси как

∂p′

∂t
= κ

1

r

∂

∂r

(
r
∂p′

∂r

)
,
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u′ = −k
µ

∂p′

∂r
, a < r <∞,

где p′, u′ — давление и скорость фильтрации в грунте возле повре-
жденного участка.

На поверхности поврежденной стенки трубы должны выполнять-
ся начальное и граничные условия

p′ = p0(a < r <∞, t ≤ 0),

u′ = u, p′ = p(r = a, t > 0),

p′ = p(t)(t > 0, r = a),

p′ = p0(t > 0, r →∞).

Используя решение уравнения фильтрации, закон Дарси, на ос-
нове уравнения сохранения массы получим интегральное уравнение,
описывающее изменение давления в трубопроводе

p(M) − p0 =
mlκ

a2L

∫ t

0

ϕ

(
t− t′

a2/κ

)
(p(t′)− p0)dt′,

здесь ϕ(S) – ядро интегрального уравнения.
В работе [4], на основе решения интегрального уравнения, приве-

ден анализ численных расчетов зависимости времени снижения дав-
ления от радиуса трубы, от величины повреждения и свойств жид-
кости и грунта.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного
фонда № 21-11-00207, https://rscf.ru/project/21-11-00207/
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О РАЗРЕШИМОСТИ ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ
УРАВНЕНИЯ, СВЯЗАННОГО С

ПЕРИДИНАМИЧЕСКОЙ МОДЕЛЬЮ
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Найдены условия существования и единственности решения за-
дачи Коши для интегро-дифференциального уравнения, связанного с
перидинамической моделью механики твёрдого тела.

Ключевые слова: интегро-дифференциальное уравнение, сингу-
лярный оператор, перидинамика.

ON THE SOLVABILITY OF THE CAUCHY PROBLEM
FOR AN EQUATION OF PERIDYNAMIC MODEL

Yuldasheva A.V.
Lomonosov Moscow State University, Tashkent Branch,

Tashkent, Uzbekistan;
yuasv86@mail.ru

The uniqueness and existence of a solution to the Cauchy problem for
an integro-differential equation associated with a peridynamic model of
solid mechanics are proved.

Key words: Integro-differential equation, singular integral operator,
peridynamics.

В области Ω ⊂ R2 с кусочно-гладкой границей рассмотрим сле-
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дующую задачу

∂ 2u(x, t)

∂t2
+

∫
Ω

K(x, y) [u(x, t)− u(y, t)] dy = f(x, t), x ∈ Ω, t > 0,

(1)

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), x ∈ Ω. (2)

Здесь предполагается, что неизвестная функция u : Ω × [0, T ] →
R , ядро K : Ω×Ω→ R и внешняя сила f : Ω× [0, T ]→ R являются
скалярными функциями, причём n = 2 . Интегральный оператор в
правой части уравнения (1) имеет специальное сильно сингулярное
ядро, особенность которого заключается в том, что вблизи диагонали
x = y оно имеет вид

K(x, y) =
cn

|x− y|n
+ γ(x, y),

где γ(x, y) непрерывная интегрируемая функция, и выполняется гра-
ничное условие

∂

∂νx
K(x, y) = 0, x ∈ ∂Ω, y ∈ Ω. (3)

Здесь ν = ν(x) − внешняя нормаль к границе ∂Ω области Ω в
точке x ∈ ∂Ω .

Соответствующий интегральный оператор

Au(x) =

∫
Ω

K(x, y) [u(x, t)− u(y, t)] dy. (4)

Уравнение (1) является гиперсингулярным и неограниченным в
классических функциональных пространствах, таких, как Lp(Ω) или
соболевские пространства W l

p(Ω) .
При решении задачи мы воспользуемся самосопряжённым рас-

ширением оператора Лапласа −∆ , порождённым граничными усло-
виями Неймана. Спектр этого расширения состоит из собственных
значений {λk} , а собственные функции {vk(x)} удовлетворяют со-
отношениям:

−∆vk(x) = λkv(x), x ∈ Ω,
∂vk(s)

∂ν
= 0, s ∈ ∂Ω, k = 0, 1, 2, ...

(5)
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Решение этой спектральной задачи мы понимаем в смысле W 1
2 (Ω)

Для любого β ≥ 0 введем гильбертово пространство Hβ(Ω) =
D
(
(I −∆)β/2

)
с нормой

‖u‖2β =

∞∑
k=1

(1 + λk)β |(u, vk)|2.

Определим ядро уравнения (1) вне диагонали x = y следующим
образом

K(x, y) = ∆yL(x, y), x ∈ Ω, y ∈ Ω,

где

L(x, y) =
1

2
ln2 |x− y|+ η(x, y), x ∈ Ω, y ∈ Ω.

Здесь η(x, y) бесконечно дифференцируемая функция в области Ω×
Ω .

Отметим, что данная задача при рассмотрена в работе [1], а в ра-
ботах [3-4] изучались задачи Коши для перидинамических моделей,
допускающих разрывы первого рода по пространственным перемен-
ным, исключаемые моделями, описываемыми дифференциальными
уравнениями.

Для сингулярного интегрального оператора A имеет место сле-
дующая

Лемма. Для любой функции u выполняется равенство

Au(x) =

∞∑
k=1

lnλk(u, vk)vk(x), x ∈ Ω.

Перейдем к исследованию уравнения (1). Решение ищем в виде
ряда по собственным функциям задачи (5)

u(x, t) =

∞∑
k=0

ck(t)vk(x), x ∈ Ω, t ≥ 0.

Подставляя этот ряд в уравнение (1), учитывая Лемму и начальные
условия (2), находим

c0(t) = (ϕ, v0) + (ψ, v0)t +

t∫
0

(t− s)(f, v0)(s) ds



ck(t) = (ϕ, vk) cosµkt + (ψ, vk)
sinµkt

µk
+

+
1

µk

t∫
0

sinµk(t− s) fk(s) ds , k = 1, 2, ...,

где µ2
k = λk .

Итак, имеет место следующая теорема.
Теорема 1. Пусть 0 < α < 1 и 0 < β < α/2 . Для любого

T > 0 и любых ϕ ∈ Wα
2 (Ω) , ψ ∈ Wα

2 (Ω) и f ∈ C
{

[0, T ] → Wα
2 (Ω)

}
существует, и при том единственное, решение задачи (1)-(2) из
класса C2

{
[0, T ]→ Hβ(Ω)

}
.
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This study is about to formulate exact traveling wave solutions
of (1+1)-dimensional space-time fractional Schrodinger model by
utilizing Improved Bernoulli Sub-Equation Function Method (IBSEFM)
in conformable fractional derivative sense. Using a proper wave
transformation, the original equation is transformed to the nonlinear
ordinary differential equation. The method is very simple in comparison
with the classical techniques and very effective for solving fractional order
partial differential equations.

Key words: Traveling wave solution, conformable derivative,
Schrodinger model.

1.Introduction

Because of applications of fractional differential equations (FDEs) in
different areas of applied mathematics and physics, fractional calculus has
received much attention. They can model real world problems better than
the integer-order differential equations. Indeed, they describe nonlinear
phenomena which appear in a wide variety of engineering and scientific
applications. There are many different FDEs which are direct extensions
of the integer-order differential equations. One of them is conformable
space-time fractional differential equations. The α th order conformable
fractional derivative is proposed in [1] with the following definition:

Dα
t (y(t)) = lim

τ→0

y(t+ τt1−α)− y(t)

τ
, t > 0, α ∈ (0, 1] ,

c© Ala V., Demirbilek U., Mamedov Kh.R., 2021
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for a function y = y(t) : [0,∞) → R. Some properties for conformable
fractional derivative can be found in [1] . There are many conformable
fractional derivative equations which have been solved recently [2, 3] .

In this work, we apply the Improved Bernoulli Sub-Equation Function
Method (IBSEFM) to obtain exact traveling wave solution for nonlinear
(1+1)-dimensional space-time fractional Schrodinger model. The space-
time conformable fractional nonlinear Schrodinger model ( NLS + ) is as:

iDα
t u+D2β

x u+ 2δ |u|2 u = 0, 0 < α, β ≤ 1, (1)

where, i2 = −1, δ 6= 0 is a real number and u = u(x, t) is a complex-
valued function, x shows the non-dimensional distance along the fiber
while t shows time.

2. Description of the ibsefm

In this part, let us give the fundamental properties of the IBSEFM (see
[2, 4] ) that is the improvement form of Bernoulli sub-equation function
method [5] . We present the six main steps of the IBSEFM below the
following:

Step 1: Let us take account of the following conformable time-
fractional partial differential equation of the style

P (u,D
(α)
t u,D(α)

x u,D
(2α)
xt u,D

(3α)
xxt u, ...) = 0, (2)

where D
(α)
t is the conformable derivative operator, u(x, t) is an

unknown function, P is a polynomial that contains u , its partial
and fractional derivatives. The aim is to convert the nonlinear
conformable fractional partial differential equation with a suitable wave
transformation into the nonlinear ordinary differential equation. The
wave transformation as

u(x, t) = U (ξ) , ξ = ξ (x, tα) . (3)

Applying to the properties of conformable derivative, it enables us to
convert (2) into an ordinary differential equation in the form

N(U,U ′, U ′′, ...) = 0. (4)

Step 2: If we integrate (4) term to term once or more, we acquire
integration constant(s) which may be determined then.
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Step 3: We hypothesize that the solution of (4) may be presented as
follows;

U(ξ) =

∑n
i=0 aiF

i(ξ)∑m
j=0 bjF

j(ξ)
=
a0 + a1F (ξ) + a2F

2(ξ) + ...anF
n(ξ)

b0 + b1F (ξ) + b2F 2(ξ) + ...bmFm(ξ)
, (5)

where a0, a1, ..., an and b0, b1, ..., bm are coefficients which will be
determined later. m 6= 0, n 6= 0 are chosen arbitrary constants according
to the balance principle and considering the form of Bernoulli differential
equation below the following;

F ′(ξ) = σF (ξ) + dFM (ξ), d 6= 0, σ 6= 0, M ∈ R/ {0, 1, 2} , (6)

where F (ξ) is polynomial.
Step 4: The positive integer m,n,M (are not equal to zero) which

are found by balance principle that is both nonlinear term and the highest
order derivative term of (4).

Substituting (5) and (6) in (4) it yields us an equation of polynomial
Θ(F ) of F as following;

Θ(F (ξ)) = ρsF (ξ)s + ...+ ρ1F (ξ) + ρ0 = 0,

where ρi, i = 0, ..., s are coefficients and will be determined later.
Step 5: The coefficients of Θ(F (ξ)) which will give us a system of

algebraic equations, whole be zero.

ρi = 0, i = 0, .., s.

Step 6: Once we solve (4), we get the following two cases with respect
to σ and d ,

F (ξ) =

[
−deσ(ε−1) + εσ

σeσ(ε−1)ξ

] 1
1−ε

, d 6= σ, (7)

F (ξ) =

 (ε− 1) + (ε+ 1) tanh(σ(1− ε)) ξ2
1− tanh

(
σ(1− ε) ξ2

)
 , d = σ, ε ∈ R. (8)

Using a complete discrimination system for polynomial of F (ξ) , we
obtain the analytical solutions of (4) via mathematics software and
categorize the exact solutions of (4). To achieve better results, we can plot
two and three dimensional figures of analytical solutions by considering
suitable values of parameters.



74 Ala V., Demirbilek U., Mamedov Kh.R.

3. Application of the proposed method

To solve (1), let us consider the following wave transform:

u(x, t) = U(ξ)eiθ, ξ =
kxβ

β
− wtα

α
, θ =

dxβ

β
− ctα

α
, (9)

where c, k, w, d and q are constants, while w is the wave speed to be
determined later, U gives the soliton amplitude component and θ gives
the soliton phase component. Putting (9) into (1) yields:

Dα
t u = (−wU ′ − icU)eiθ, D2β

x u = (k2U ′′ + 2idkU ′ − d2U)eiθ. (10)

Setting (10) into (1), one can get the following equation [6] :

(−w + 2dk)iU ′ + k2U ′′ + (c− d2)U + 2δU3 = 0. (11)

From the imaginary part, it is obtained w = 2dk. In this case (11)
can be rewritten as

k2U ′′ + (c− d2)U + 2dU3 = 0, (12)

We applied the balancing technique to (12) by considering the highest
derivative U ′′ and the highest power nonlinear term U3 we get the
relationship as follow:

M = n−m+ 1.

That shows us the different cases of the solutions of (12) and we can
obtain some analytical solutions as follows:
With respect to the balance, we consider M = 3,m = 1, n = 3 and hold
the following equations;

U(ξ) =
a0 + a1F (ξ) + a2F

2(ξ) + a3F
3(ξ)

b0 + b1F (ξ)
≡ Υ(ξ)

Ψ(ξ)
, (13)

U ′(ξ) =
Υ′(ξ)Ψ (ξ)−Υ(ξ)Ψ′(ξ)

Ψ2(ξ)
, (14)

and

U ′′(ξ) =
Υ′(ξ)Ψ (ξ)−Υ(ξ)Ψ′(ξ)

Ψ2(ξ)
− [Υ(ξ)Ψ′ (ξ)]

′
Ψ2(ξ)− 2Υ(ξ)[Ψ′(ξ)]2Ψ(ξ)

Ψ4(ξ)
,

(15)
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where F ′ = σF +dF 3, a3 6= 0, b1 6= 0, σ 6= 0, d 6= 0. Using (13)-(15)
in (12), we get from coefficients of polynomial of F . By solving system
the coefficients using software, one of the solution case is

Case1. For σ 6= d ,

a0 =
σa2

2d
; a1 =

σa2b1
2db0

; a3 =
a2b1
b0

; (16)

δ = −2(cd2b20 − d4b20)

σ2a2
2

; k = − i
√
−c+ d2

√
2σ

.

Using these coefficients we obtain the conformable time fractional
Schrodinger model as follows:

u1(x, t) =

e−
ictα

α + idxβ

β σ

(
1
d −

2

d−e
i
√
−2c+2d2xβ

β
+2 t

αwσ
α εσ

)
a2

2b0
,

here all constants are different from zero.

Рис. 1: 3D- plots of imaginary and real parts of u1(x, t) for the values
a2 = 0.5; w = 0.4; k = 1; b0 = 0.7; α = 0.4; β = 0.2; d = 0.8;
c = 0.65; σ = 0.7; ε = 0.1; −15 < x < 15, −10 < t < 10 , 2D- graphs
of imaginary and real parts of u1(x, t) for −15 < x < 15, t = 0.4 .
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ПОГРАНСЛОЙНАЯ ЗАДАЧА ПРИ
АСИМПТОТИЧЕСКОМ ПРЕДСТАВЛЕНИИ ПОЛЯ
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Описана оригинальная процедура нахождения погранслойной (в
математическом смысле) функции, позволяющей удовлетворить
предельному граничному условию исходной задачи о радиальной
фильтрации в полубесконечных массивах, разделенных пластом с
отличающимися свойствами при ее асимптотическом решении.
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BOUNDARY-LAYER PROBLEM WITH AN ASYMPTOTIC
REPRESENTATION OF THE PRESSURE FIELD IN

FORMATION
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An original procedure for finding a boundary-layer (in the
mathematical sense) function that allows satisfying the limiting boundary
condition of the original problem of radial filtration in semi-infinite arrays
separated by a layer with different properties with its asymptotic solution
is described.

Key words: filtration, pressure field, conjugation problem, asymptotic
method.

Описание процессов и при радиальной фильтрации в трехслойном
пласте, центральный слой которого обладает повышенной проница-
емостью, и соответствующая математическая постановка, представ-
лены в работе [1]. Исходная задача записывается в безразмерных ве-
личинах с использованием критериальных соотношений и содержит
нестационарные уравнения пьезопроводности для всех пропластков в
предположении осевой симметрии, условия равенства давлений и по-
токов на границах пропластков, условия изолированности от скважи-
ны для крайних полубесконечных слоев и условие постоянного рас-
хода для среднего высокопроницаемого пропластка. Предполагается,
что в начальный момент времени возмущения давления отсутствуют.

Сложности решения исследуемой задачи связаны с нестационар-
ностью уравнений пьезопроводности, перераспределением давления
при двумерном течении флюида и условиями 4 рода на границах
слоев. Задача допускает точное решение в пространствах изображе-
ний Лапласа - Карсона по времени и Фурье - Бесселя по радиальной
координате [2]. В работах [1, 3] найдено ее асимптотическое решение
в нулевом и первом асимптотических приближениях с использовани-
ем модификации асимптотического метода формального параметра
[4]. Установлено, что нулевой коэффициент разложения для функции
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давления среднего пропластка [1] описывает асимптотически осред-
ненное [5] по ограниченной пространственной области значение поля
давления.

Выражение для первого коэффициента асимптотического разло-
жения [3] позволяет определить "погрешность"осредненных значе-
ний физических параметров. При его построении возникает проблема
определения ослабленных условий, поскольку выражение для ради-
альной производной первого коэффициента асимптотического разло-
жения предельного условия не обращается в нуль при r = 0 вопреки
требованиям исходной задачи. Указанный недостаток решения устра-
нен построением погранслойной (в математическом смысле) функции
[6]. Для этого в задаче для остаточного члена [2] введена растянутая
переменная, вид которой устанавливается на основании анализа раз-
мерностей.

Сумма асимптотических коэффициентов после первого прибли-
жения представлена в виде асимптотического разложения погранс-
лойной функции по параметру ε , откуда сформулированы зада-
чи для коэффициентов разложения погранслойной функции. Зада-
чи для погранслойных коэффициентов нулевого и первого порядков
разделяются на три по количеству исследуемых пропластков. При
этом показано [2], что задача для погранслойных коэффициентов ну-
левого порядка имеет только тривиальное решение. Решение задач
для первого коэффициента асимптотического разложения погранс-
лойной функции строится с помощью преобразования Лапласа - Кар-
сона методом разделения переменных и выражается через функцию
Кельвина K0(x) .

Практическое значение погранслойных решений заключается в
том, что они уточняют стабилизацию или эволюцию стационарно-
го или квазистационарного профиля давления в центральном пла-
сте. Выражения для погранслойных функций позволяют удовлетво-
рить граничному условию исходной задачи при r = 0. Найденные
погранслойные функции и вместе с нулевыми [1] и первыми [5] коэф-
фициентами определяют искомое асимптотическое "в среднем точ-
ное"решение исходной задачи.
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Для исследования фильтрационных полей давления в нефтега-
зовых пластах широко используются методы интегральных преоб-
разований, например, Лапласа–Карсона. При этом типичной явля-
ется ситуация, когда удаётся построить аналитическое решение
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в пространстве изображений, однако переход в пространство ори-
гиналов существенно затруднён, либо полученные выражения пред-
ставляются громоздкими для реализации вычислительных экспери-
ментов. В таких условиях весьма эффективным оказывается ис-
пользование численных программ обращения, в качестве которых
нами использован алгоритм ден Изигера. Показано, что применение
этого алгоритма при исследовании фильтрационных полей давле-
ния является весьма эффективным и в некоторых случаях разрабо-
танные программы оказываются более результативными, нежели
конечно-разностные.

Ключевые слова: фильтрация, конечно-разностный алгоритм,
нелинейное уравнение пьезопроводности, численное обращение, ал-
горитм ден Изегера.
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For the study of filtration pressure fields in oil and gas reservoirs,
methods of integral transformations are widely used, for example,
Laplace–Carson. In this case, a typical situation is when it is possible
to construct an analytical solution in the image space, but the transition
to the space of the originals is significantly complicated, or the obtained
expressions seem cumbersome for the implementation of computational
experiments. Under such conditions, the use of numerical inversion
programs turns out to be very effective, for which we used the den Isiger
algorithm. It is shown that the application of this algorithm in the study of
filtration pressure fields is very effective and in some cases the developed
programs turn out to be more effective than the finite-difference ones.

Key words: filtration, finite-difference algorithm, nonlinear
piezoconductivity equation, numerical inversion, den Iseger algorithm.

Развитие нефтяной и газовой промышленности в нашей стране
связано с появлением новых районов добычи углеводородов и откры-
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тием новых типов месторождений, освоение которых требует разви-
тия теории упругого режима фильтрации в пласте и течения ото-
бранного флюида по скважине. Во многих, ставших уже классиче-
скими, монографиях и учебниках модели таких фильтрационных те-
чений получены с использованием уравнения пьезопроводности и за-
кона Дарси. Учет гидродинамической связи скважины и окружаю-
щего пласта важен для оптимизации различных этапов разработки
месторождений, поэтому задачи о фильтрации углеводородов долж-
ны содержать и информацию о влиянии скважины на вскрытую ею
залежь [1].

Задача о течении нефти в вертикальной скважине развита на ос-
нове классической теории представленной В.Г. Шуховым, Э.Б. Че-
калюком, М.А. Пудовкиным, В.А. Чугуновым и др. Недостатк пе-
речисленных работ заключаются в том, что математические моде-
ли разработаны в предположении постоянства профиля скорости и
температуры по сечению скважины. Позже профессором А.И. Фи-
липповым разработана эффективная модификация асимптотическо-
го метода, ориентированная на задачи скважинной термодинамики
и позволяющая учитывать нестационарный теплообмен с окружаю-
щими породами. Построенный новый способ расчета средней по се-
чению и радиального распределения температуры для ламинарного
и турбулентного потоков позволяет осуществлять детальные расче-
ты температуры в скважинах. Это дает возможность прогнозировать
температурные аномалии, возникающие в скважине, и обеспечивает
возможность создания новых способов исследования скважин и оп-
тимизацию условий теплоотдачи в реальных скважинах и трубопро-
водах [2].

Аналитические выражения нестационарной фильтрации, полу-
ченные на основе развитого асимптотического метода с применением
интегральных преобразований Лапласа–Карсона представлены в ра-
ботах [2 – 6]. При этом переход в пространство оригиналов осложнён
наличием бесселевых функций и осуществлен только для области ма-
лых и больших времён.

В таких условиях актуально использование численных алгорит-
мов для обращения полученных решений. Здесь иллюстрируется при-
менение алгоритма ден Изегера [7] для задач подземной термогид-
родинамики на примере задачи о поле давления с учётом влияния
скважины [1].

На рисунке 1 представлена геометрия задачи.



82 Зеленова М.А., Филиппов А.И.

Рис. 1. Геометрия задачи

Здесь H (−H1 < z < H2 ) – толщина перфорированной области.
Ось z цилиндрической системы координат совпадает с осью скважи-
ны, а радиальная линия r направлена перпендикулярно оси. Пред-
ставленная система координат обладает осевой симметрией, а течение
флюида в пласте считается плоскорадиальным.

При добыче жидких полезных ископаемых скважинным методом
отбор жидкости насосом осуществляется из ствола скважины, хотя
приток продукции происходит из насыщенного пласта. Поток флюи-
да из продуктивного пласта идёт на обеспечение производительности
насоса и изменение уровня в стволе скважины. Если производитель-
ность насоса больше дебита коллектора, то жидкость частично от-
бирается из скважины. При этом происходит понижение уровня, и
как следствие, уменьшается гидростатическое давление в интерва-
ле пласта, что приводит к росту притока. В противном случае часть
притока из пласта расходуется на повышение уровня, а величина гид-
ростатического давления возрастает, снижая приток из пласта.

Постановка задачи для этого случая сформулирована в работе [1]
и в безразмерных переменных представляется как

∂P

∂τ
− 1

r

∂

∂r

(
r
∂P

∂r

)
= 0, 0 < r <∞, τ > 0, (1)

∂P1

∂τ
− α

(
r
∂P

∂r

)∣∣∣∣
r=1

= −q, τ > 0. (2)

Граничные и начальные условия имеют вид

P |r=1 = P1, P |r→∞ = 0, (3)
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P |τ=0 = 0, P1|τ=0 = 0. (4)

Отметим, что уравнение (2) содержит след радиальной производ-
ной от давления из внешней области, в качестве которой выступает
пространство эксплуатируемого коллектора. Таким образом оно свя-
зывает поля давления в скважине P1 и продуктивном пласте P .
Отсюда следует, что соотношение (2) представляет неклассическое
граничное условие для уравнения поля давления в пласте и выводит
рассматриваемую задачу из разряда классических.

В работе [1] предпринята попытка решения задачи (1) – (4), а
также произведено сопоставление численных расчетов и аналитиче-
ского решения, построенного в пространстве изображений Лапласа–
Карсона

PuL = −1

p

qK0

(
r
√
p
)

√
p
[√
pK0

(√
p
)

+ αK1

(√
p
)] , (5)

оригинал которого имеет вид

P = −4qα

π2

∫ ∞
0

du

u3

1− e−u
2t

[uJ0 (u)− αJ1 (u)]
2

+ [uY0 (u)− αY1 (u)]
2 . (6)

При проведении вычислительного эксперимента с помощью ана-
литических формул вычисление интергалов приводит к наличию су-
щественных ошибок, что иллюстрируется на примере рис. 2, где
расчёты осуществлены с использованием стандартной программы
MathCad.

Таким образом, несмотря на наличие даже аналитического ре-
шения возникает необходимость выполнения расчётов другими ме-
тодами, в качестве которых выступают численные алгоритмы об-
ращения. Для перевода изображения в пространство оригиналов и
выполнения вычислительных экспериментов нами использован чис-
ленный алгоритм ден Изегера [7]. Метод численного обращения пре-
образования Лаплпаса–Карсона имеет преимущество некоторой уни-
версальности, но требует постоянного контроля хотя бы в отдельных
точках. Отметим, что каждый из использованных методов обладает
определенными преимуществами и недостатками. Аналитическое ре-
шение, например, содержит в подынтегральном выражении комбина-
цию бесселевых функций, поэтому требует использования специаль-
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ных программ для вычисления интегралов от осциллирующих функ-
ций, пространственно-временная область успешной реализации кото-
рых существенно ограничена. Комплексное же использование этих
методов обладает преимуществом, поскольку в результате сопостав-
ления достигается высокая достоверность полученных результатов,
что является основным требованием научности.

Рис 2. Вычисление поля давления на основе аналитического
решения в виде интеграла (6): 1− r = 1 ; 2− r = 5

Рисунок 3 иллюстрирует согласование кривых, построенных на
основе аналитического решения (6) (сплошные линии) и с использо-
ванием численного обращения ден Изегера на основе выражения (5)
(пунктирные линии) [1]. Расчёты выполнены при значениях безраз-
мерных параметров: q = 295 , α = 0.00005292 , которые получены
при следующих величинах физических характеристик пласта и сква-
жины: m = 0.3 ; µ = 10−2 Па ·с ; ρ = 900 кг/м2 ; 〈k〉 = 10−14 м2 ;
H = 1 м ; β = 10−8 Н/м2 ; r0 = 0.1 м , Q = 1.1 · 10−4 м3/с .

Из рисунка следует, что вычисления по аналитической формуле
совпадают с результатами численного обращения. Это сопоставление
позволяет устранить и избежать возникновения выбросов и областей
молчания алгоритма расчетов по аналитической формуле (6) и уве-
личить достоверность результатов численного обращения ден Изеге-
ра с использованием формулы (5). Достоверность и эффективность
применения численного обращения подтверждено ранее на многочис-
ленных теплофизических задачах [8 – 10].
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Рис. 3. Изменение возмущения давления в пласте с течением
времени, построенные методом согласования расчётов по

аналитической формуле (сплошные линии) и с использованием
численного обращения (пунктирные линии) на различных

расстояниях от скважины: 1 – r = 1; 2 – 7.4; 3 – 54.6
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Развиваемые ныне идеи искусственного интеллекта составляют
интерес для различных направлений исследования в науке. В работе
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Основными целями моделирования пласта являются прогноз его
состояния и определение оптимальных способов увеличения деби-
та скважин. Исследуемые физические процессы описываются урав-
нением пьезопроводности [1 – 4], представляющим дифференциаль-
ное уравнение в частных производных. Большие перепады давлений
характерные для механических способов увеличения нефтеотдачи,
приводят к нелинейным уравнениям, а неоднородности пластовых
систем требуют введения в уравнения переменных коэффициентов,
что усложняет решение фильтрационных задач. Взаимное влияние
нефтенасыщенного пласта и скважины, нескольких скважин на раз-
рабатываемой площади и наличие перетоков между пропластками
требуют задания граничных условий, привносящих в процесс поис-
ка решения дополнительные трудности. Всё вышесказанное приво-
дит к тому, что построение аналитических решений задач о полях
давления в нефтенасыщенном пласте в точной постановке становит-
ся практически невозможным. Однако, применение вычислительной
техники и искусственного интеллекта наряду с аналитическими ме-
тодами позволяет обойти некоторые математические трудности, что
способствует успешному поиску решения задач при моделировании
сложных процессов, происходящих при разработке месторождений
углеводородов.

В частности, в ходе решения уравнения пьезопроводности зача-
стую прибегают к методам интегральных преобразований, например,
Лапласа–Карсона, что значительно упрощает поиск решений постав-
ленных задач. Однако обратный переход в пространство оригиналов
с использованием интеграла Меллина не всегда представляется воз-
можным. При этом полученное аналитическое решение теряет вся-
кую ценность. На помощь приходит искусственный интеллект, позво-
ляющий осуществить численный переход в пространство оригиналов
[3 – 5].

В геологии и геофизике также применяются программные про-
дукты, основанные на «машинном обучении» при обработке и ин-
терпретации геофизических сигналов для построения цифровых гео-
логических и петрофизических моделей месторождений [6]. Сотруд-
никами научно производственного центра «Нейросейсм» Татарского
геолого разведочного управления ПАО «Татнефть» разработана ней-
рокомпьютерная технология прогнозирования нефтеперспективных
объектов, базирующаяся на решении задач методами искусственного
интеллекта. Нейрокомпьютерная система представляет собой обуча-
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ющуюся многослойную нейронную сеть. Настроенная и обученная
нейронная сеть позволяет значительно снизить риски при бурении
поисково-разведочных скважин и выявить наиболее перспективные
участки для постановки бурения уже на стадии подготовки струк-
тур. Разработка и внедрение новых модификаций данной техноло-
гии, таких как «Нейросейсм-Foreground», позволяет прогнозировать
нефтеносность в отложениях нетрадиционных источников углеводо-
родного сырья [6].

Одной из идей применения искусственного интеллекта при ана-
лизе и интерпретации полученных аналитических и численных реше-
ний, предложенной профессором А.И. Филипповым и его учениками,
является так называемый девиантный анализ [7], который представ-
ляет самостоятельную научную проблему, имеющую фундаменталь-
ное и прикладное значение. В частности, максимум девианты несет
информацию о вычислительных программных расхождениях и цели-
ком определяется используемыми алгоритмами. Проведение девиан-
того анализа при исследовании математических моделей также поз-
воляет избежать выявления «новых» ложных физических эффектов
и закономерностей.

Совместное применение метода регрессионного анализа и искус-
ственного интеллекта в ходе аппроксимации кривых давления, по-
лученных при термогазодинамическом воздействии на призабойную
зону, позволяет успешно прогнозировать эффективность интенсифи-
кации залежи, а также определять практически важные параметры
на основе измерения давления в процессе упругих колебаний стол-
ба жидкости в стволе скважины. Идеи искусственного интеллекта
в этом случае дают возможность построить новую теорию колеба-
тельного процесса в скважине, представляющей собой резонатор, в
котором могут реализовываться колебания различных типов.

Таким образом, возможности применения искусственного интел-
лекта с использованием свободного программного обеспечения R-
Studio [8], Jupyter Notebook [9] и т.п. при исследовании полей дав-
ления в пласте многогранны и могут использоваться как на этапе
прогнозирования месторождений, так и на этапе интерпретации сква-
жинных пьезо- и термограмм. Построение математических моделей
физических процессов, протекающих в пласте и скважине также не
обходятся без идей искусственного интеллекта и наряду с аналити-
ческими решениями повышают точность исследования и расширя-
ют границы применимости полученных в пространстве изображений



аналитических выражений.
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С использованием законов сохранения массы и импульса уточ-
нено выражение для коэффициента, характеризующего вытесняю-
щую способность среды в упругом режиме эксплуатации залежей.
Показано, что найденное выражение отличается от классических
представлений, а также от величины коэффициента сжимаемо-
сти пористой среды в фильтрационном приближении. Определены
критерии, при выполнении которых упругие свойства среды не за-
висят от ее микроструктуры. Доказано существование физическо-
го эффекта, заключающегося в преобладающем вкладе деформации
материала скелета в процесс вытеснения в областях коллектора
нефти и газа с пониженной пористостью.

Ключевые слова: упругая среда, сжимаемость двухфазной систе-
мы, законы сохранения, давление, пористость, плотность.
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Using the laws of conservation of mass and momentum, the expression
for the coefficient characterizing the displacement capacity of the medium
in the elastic mode of reservoir exploitation has been refined. It is shown
that the found expression differs from the classical concepts, as well as
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from the value of the porous medium compressibility factor in the filtration
approximation. Criteria are determined under which the elastic properties
of the medium do not depend on its microstructure. The existence of a
physical effect has been proven, consisting in the predominant contribution
of the deformation of the skeleton material to the displacement process in
the areas of the oil and gas reservoir with low porosity.

Key words: elastic medium, compressibility of a two-phase system,
conservation laws, pressure, porosity, density.

Исследование упругих свойств пористых сред лежит в основе до-
бычи жидких полезных ископаемых. В частности, сжимаемость по-
ристой среды является основным физическим параметром в задаче
о полях давления, которая представляет основу теории тепло- и мас-
сопереноса в природных коллекторах и имеет большое практическое
значение для нефте- и газодобычи, гидрогеологии и экологии.

Определение сжимаемости пористой среды представляет самосто-
ятельную сложную научную проблему теории фильтрации и требу-
ет привлечения сведений из теории упругости. Сложность проблемы
обусловлена тем, что нахождение соответствующих физических ха-
рактеристик требует использования моделей микроструктуры, кото-
рые, как правило, для реальных пористых сред обладают высоким
разнообразием. Это привело к тому, что в литературе описаны мно-
гочисленные модели [1, 2], однако между ними нет согласования, кро-
ме того, как показано в данной статье, использование этих моделей
и соответствующих выражений для физических величин приводит к
противоречиям.

Будем считать, что пористая среда является двухфазной и пред-
ставлена твердой и жидкой фазами. Сжимаемость фаз вычисляет-
ся с помощью уравнения состояния, которая в общем случае связы-
вает плотность ρ , давление P и абсолютную температуру T : ρ =
ρ (P, T ) . Для вычисления коэффициента сжимаемости важно пред-
ставить это уравнение состояния в виде баротропной зависимости
ρ = ρ (P ) . Линераризованные уравнения жидкости и скелета соот-
вественно представятся как

ρ = ρ0

[
1 +

1

ρ0

dρ

dP

∣∣∣∣
P=P0

(P − P0)

]
= ρ0 [1 + βl (P − P0)] , (1)

ρs = ρ0

[
1 +

1

ρs0

dρs

dP

∣∣∣∣
P=P0

(P − P0)

]
= ρs0 [1 + βs (P − P0)] , (2)
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здесь βl = 1
ρ0

dρ
dP

∣∣∣
P=P0

– сжимаемость, положим, для жидкой фа-

зы, βs = 1
ρs0

dρs
dP

∣∣∣
P=P0

– сжимаемость материала, из которого состоит
скелет пористой среды.

В пористой среде уравнение неразрывности для массы представ-
ляется для текучей фазы – жидкости или газа – и твердой – скелета.
По аналогии с классическими работами считается, что плотность и
пористость, входящее в закон сохранения (изменения) массы в ви-
де произведения, представлены функцией, зависящей только от дав-
ления. Согласно общепринятому подходу, оно представлено в виде
линеаризованной зависимости от давления

mρ = m0ρ0

[
1 +

1

m0ρ0

∂ (mρ)

∂P

∣∣∣∣
P=P0

(P − P0)

]
= m0ρ0 [1 + β (P − P0)]

(3)
где введено обозначение

β =
1

m0ρ0

∂ (mρ)

∂P

∣∣∣∣
P=P0

. (4)

Для коэффициента β в литературе используются такие названия,
как «эффективная сжимаемость» или «упругоемкость» пористой
среды и т.п. Этот коэффициент имеет важное практическое значение,
поскольку он входит в уравнение пьезопроводности и определяет до-
бывные возможности реальных коллекторов нефти и газа. В данной
статье показана необходимость уточнения названия и физического
смысла этого важнейшего параметра пористой среды.

Из уравнением (2) и уравнения неразрывности получено выра-
жение для эффективной сжимаемости, с учетом линеаризованных
уравнений состояния

β =
1

m0ρ0

∂ (mρ)

∂P

∣∣∣∣
P=P0

=
m

m0
βl

∣∣∣∣
P=P0

+
ρ

m0ρ0

1−m
ρs

βsρs0

∣∣∣∣
P=P0

.

Таким образом, в точке линеаризации имеем (индекс нуль опу-
щен)

β = βl +
1−m
m

βs. (5)

Это выражение показывает, что при единичной пористости m = 1 ве-
личина β совпадает со сжимаемостью жидкости вне пористой среды,
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что очень физично и закономерно. Второй же предел при стремлении
пористости к нулю m→ 0 вызывает недоумение, поскольку получен-
ный предел не совпадает со сжимаемостью скелета βs и, кроме того,
является бесконечным. Важно проанализировать, как в предшеству-
ющих научных работах устранено это противоречие.

Обзор литературы позволяет заключить, что формула для вычис-
ления сжимаемости пористой среды, а, следовательно, и коэффици-
ента пьезопроводности, является дискуссионной.

Чаще всего в литературе используется подход Чарного В.Н. [5],
который, следуя Щелкачеву В.Н., коэффициент пъезопроводности
выводит из допущения, что изменения пористости и плотности при
малых перепадах давления считается пропорциональным изменению
поля давления. Получена формула для вычисления «приведенного
модуля упругости жидкости в упругой пористой среде» [5. С. 251]

1

K
=

1

Kl
+

1

m0Ks

что, в терминах настоящей работы примет вид

mβ = mβl + βs. (6)

Нетрудно заметить, что эта запись скрывает отмеченный выше эф-
фект возрастания сжимаемости при m→ 0 , но приводит к нелогич-
ным выводам при m=0. Вместе с тем, она предлагается в качестве
расчетной во многих работах, в том числе в учебных пособиях, на-
пример, [3].

В некоторых современных работах, например, в [5], следуя Э.Б.
Чекалюку [5. C. 41], при определении коэффициента пьезопроводно-
сти, без указания источника используется формула

β̃ = mβl + βs (7)

Символ «тильда» здесь и ниже означает использование заимствован-
ных из литературы выражений для β .

В монографии Николаевского В.Н. [6. C. 99] без вывода предло-
жена следующая формула для определения средней сжимаемости по-
ристой среды

β̃ = mβl + (1−m)βs. (8)

Формулы (6), (7) и (8) подчеркивают достаточно ожидаемый факт,
что сжимаемость пористой среды складывается из сжимаемости, как
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скелета, так и жидкости. Но вклад их в общую сжимаемость разные
авторы считают различной. Наиболее априори ожидаемой, наверное,
является формула (6). Здесь при m = 0 средняя сжимаемость сов-
падает со сжимаемостью скелета, а при m = 1 – жидкости. Но в
реальности, как следует из (5), картина явно иная.

Важно отметить, что во всех работах тем или иным способом за-
вуалировано явление возрастания β при устремлении пористости к
нулю, который вряд ли не замечен авторами. Между тем, трудно
сомневаться в справедливости полученного выражения (5), посколь-
ку он получен на основе закона сохранения массы с использованием
представления уравнения состояния в виде ряда Тейлора, примени-
мость которых не подлежит сомнению.

Для более глубокого представления о существе вопроса рассмот-
рены некоторые вспомогательные задачи. Первая из них заключается
в вычислении сжимаемости пористой среды.

В случае, когда уравнения состояния в баротропном приближении
для жидкости и скелета заданы в общем виде показано, что

βp =
1

ρp

dρp

dP
=

1

mρl + (1−m) ρs

(
mρβl + (1−m) ρsβs + (ρl − ρs)

dm

dP

)
.

(9)
Анализируя полученные выражения, приходим к выводу, что два

первых слагаемых правой части в круглых скобках определяются
макроскопическими характеристиками фаз и их объемным содержа-
нием и не зависят от микроскопической структуры пористой среды.

Третье слагаемое в скобках правой части формул (9) включает
множитель dm

dP , который в общем случае, зависит от микрострукту-
ры пористой среды. Разделение этих слагаемых на две группы позво-
ляет выделить случаи, когда сжимаемость пористой среды не зависит
от микроструктуры: первый случай, когда плотность подвижной фа-
зы равна плотности твердой ρ = ρs , и второй, – когда пористость
не зависит от давления dm

dP = 0 . В обоих случаях выражение для
сжимаемости пористой среды приобретает вид

βmc =
1

ρp

dρP

dP
=
mρβl + (1−m) ρsβs

mρl + (1−m) ρs
. (10)

Из выражения (10) следует, что при нулевой пористости m = 0
сжимаемость среды совпадает со сжимаемостью твердой фазы βmc =
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βs , а при отсутствии твердой фазы m = 1 сжимаемость равна сжи-
маемости жидкой фазы βmc = βl . Таким образом, только в тех слу-
чаях, когда сжимаемость пористой среды не зависит от микрострук-
туры, выполняется соответствие сжимаемости пористой среды сжи-
маемостям соответствующих фаз. Напротив, влияние микрострукту-
ры пористой среды приводит к возникновению этого несоответствия.

В случае пустых пор имеем

βe =
1

ρp

dρp

dP
= βs −

1

m− 1

dm

dP
. (11)

Из полученной зависимости следует, что в этом случае сжимае-
мость пористой среды βe отличается от сжимаемости твердой фазы,
а для ее вычисления требуется отыскание зависимости пористости от
давления. Такая задача может быть решена в рамках теории упру-
гости, а ее постановка требует учета формы микрополостей, которые
можно представлять в виде цилиндрических, сферических и другой
формы пустот [8]. Задачи такого рода весьма сложны, а их решение
выходит за рамки настоящей работы.

Из приведенного анализа следует, что класс задач о вычисле-
нии сжимаемости пористой среды весьма широк, а основной про-
блемой здесь является вычисление зависимости пористости от дав-
ления. Здесь приведем случай, когда эта зависимость может быть
определена с помощью законов сохранения. Такую сжимаемость мы
обозначим как фильтрационную βf . Термин «фильтрационная» при-
менительно к сжимаемости означает, что при ее вычислении исполь-
зуются уравнения неразрывности. Выражение для фильтрационной
сжимаемости имеет вид

βf =
mβl + (1−m)βs

m+ (1−m) ρsρ
. (12)

Из этого выражения следует, что при отсутствии твердой фазы
сжимаемость среды совпадает со сжимаемостью жидкой фазы, а при
устремлении пористости к нулю получаем предельное значение сжи-
маемости βf = ρs

ρ βs , которое отличается от сжимаемости твердой
фазы. Изложенное выше позволяет заключить, что это отличие обу-
словлено изменением объема пористого пространства при изменении
давления.

Следует отметить, что предельное значение фильтрационной сжи-
маемости при устремлении пористости к нулю отличается от сжима-
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емости сплошной твердой фазы и это отличие обусловлено действием
законов сохранения.

Важно сравнить полученное значение для фильтрационной сжи-
маемости βf (12)с выражением для β , представленным формулой
(5). Сравнение показывает, что β не совпадает с фильтрационной
сжимаемостью пористой среды. Кроме того, при уменьшении пори-
стости значение фильтрационной сжимаемости ограничено значени-
ем βf = ρs

ρ βs , а величина β неограниченно возрастает. Это свиде-
тельствует о существовании мощного физического эффекта дополни-
тельного вытеснения при малой пористости за счет усиления влияния
сжимаемости скелета, на который ранее не обращали внимания.

Наиболее парадоксальным является возрастание величины β до
бесконечности при устремлении пористости к предельной. Представ-
ляется целесообразным обсудить это явление более подробно. К со-
жалению, развитый здесь подход, основанный на законе сохранения
массы, не позволяет выявить возможности построения теории, в рам-
ках которой предельное значение β было бы ограниченным. Даль-
нейшее обсуждение сосредоточим на возможных ограничениях тео-
рии, которые позволили бы ограничить величину предела. Отметим,
что обсуждаемые далее возможные пути ограничения предела носят
в значительной степени гипотетический характер.

Итак, приведенные теоретические факты позволяют сделать
утверждение о существовании физического эффекта, заключающе-
гося в том, что в областях с малой пористостью проявляются зна-
чительно более высокие вытесняющие свойства пористой среды. Это
явление объясняется возрастанием вклада сжимаемости скелета не
только за счет увеличения его объемного содержания, но и за счет
зависимости пористости от давления, вклад которой является преоб-
ладающим при малых пористостях.

Существование такого эффекта качественно изменяют представ-
ления о процессах фильтрации в коллекторах нефти и газа. Дело в
том, что реальные пласты представлены соседствующими областями
нефти и газа с различной проницаемостью, причем в научных ра-
ботах показано, что структура таких областей имеет фрактальную
природу [8]. Наличие обсуждаемого эффекта означает, что области
с малой пористостью обладают повышенными вытесняющими свой-
ствами. По этой причине в процессе фильтрации происходит обогаще-
ние нефтесодержания в областях с повышенной пористостью за счет
вытеснения из областей с малой пористостью. Области с повышенной
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пористостью, в свою очередь, обеспечивают доставку углеводородов
к скважине.
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Рассмотрены плазменно-энергетические технологии для повы-
шения эффективности твердых топлив, например, угля. Описан
принцип работы плазменно-топливных систем, влияние их на окру-
жающую среду, причины их внедрения и преимущества перед тра-
диционными технологиями топливоиспользования.
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Plasma-energy technologies for increasing the efficiency of solid fuels,
for example, coal, are considered. The principle of operation of plasma-
fuel systems, their impact on the environment, the reasons for their
implementation and advantages over traditional technologies of fuel use
are described.

Key words: coal, technology, combustion, plasma-fuel systems, fuel
use.

В настоящее время мировая энергетика направлена на использо-
вание органического топлива, в связи с чем проблема практичного
и экологически чистого сжигания одного из самых дешевых и до-
ступных источников энергии - угля является наиболее актуальной.
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На сегодняшний день всемирно на угольных электростанциях про-
изводится более 50% электрической и тепловой энергии. Доказанные
запасы угля в мире, по оценкам на 2017 г., составляют более 1 трлн
т, которых при текущем уровне добычи хватит более чем на 130 лет
[1]. Следствием значительного сокращения качества энергетических
углей является радикальное ограничение требований к увеличению
эффективности топливоиспользования, а также охране окружающей
среды от загрязняющих выбросов. Наиболее распространенным спо-
собом повышения качества воспламенения и стабилизации горения
низкосортных углей со сниженным содержанием летучих и высоким
числом негорючих золообразующих добавок является сжигание недо-
стающих мазута и природного газа. Данное техническое решение не
является действенным, поскольку при совместном сжигании угля и
обладающего наиболее высокой реакционной способностью мазута
наблюдается рост выбросов оксидов азота и серы, а также повыше-
ние потерь с механическим недожогом для твердых топлив, кото-
рые бывают достаточно велики и борьба с ними представляет собой
один из главных резервов усовершенствования топочно-горелочных
устройств [4]. Использование технологии сжигания мазута и угля
ухудшает эколого-экономичeские показатели котлов. Для решения
поставленной задачи стало необходимым разрабатывать новые тех-
нологии сжигания и газификации низкосортных углей.

Плазменно-топливные системы — это новые системы, представля-
ющие собой пылеугольные горелки, которые оборудованны электро-
дуговыми плазмотронами, и комбинированные плазменные газифи-
каторы для ТЭС. Основой плазменно-энергетической технологии вы-
ступает плазменно термохимическая подготовка угля к сжиганию, со-
стоящая из нагревания электродуговой плазмой воздушно-топливной
смеси (аэросмеси) до температуры выделения летучих угля и ча-
стичной газификации углеродного остатка [3]. В связи с этим из
воздушно-угольной смеси образуется высокореакционное двухкомпо-
нентное топливо (горючий газ и коксовый остаток). При подаче в
топку данное топливо при смешении со вторичным воздухом воспла-
меняется и устойчиво горит без сжигания дополнительных топлив,
традиционно используемых для растопки котлов и стабилизации фа-
кела низкосортных энергетических углей.

Плазменные технологии безмазутной растопки котлов и стабили-
зации факела имеют следующие преимущества:

- снижение или устранение расхода мазута и газа на ТЭС;
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- повышение энергетической эффективность в 3-4 раза (так как
относительная электическая мощность плазмотронов составляет все-
го 0,5-2% от тепловой мощности пылеугольной горелки);

- сокращение образования оксидов азота на 40-50% из-за образо-
вания молекулярного азота;

- сокращение образования оксидов серы на 30-40% и эмиссии ди-
оксида углерода;

- возможность применения разнообразной гаммы энергетических
углей;

- ресурсное использование растопки энергетических блоков ТЭС;
Таким образом, рассмотренные плазменные технологии повыше-

ния эффективности использования твердых топлив позволяют ре-
шать наиболее значимые экологические и экономические проблемы,
одно из которых уменьшение мазутного хозяйства.
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Рассмотрена задача о распределении температуры в скважине
при наличии изменения радиуса трубы, обусловленное, например,
отложением парафинов или переходом потока нефти в насосно-
компрессорные трубы. Показано, что участки сужения или расши-
рения трубы приводят к заметным отклонениям температуры по
сравнению с прямой трубой. Приведено численно-аналитическое ре-
шение основной задачи термокаротажа с учетом возможного из-
менения радиуса при помощи «в среднем точного» асимптотиче-
ского метода.

Ключевые слова: скважина, температура, дебет, изменение ра-
диуса.

STUDY OF THE TEMPERATURE FIELD IN A
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he problem of the temperature distribution in the well in the presence
of a change in the radius of the pipe, caused, for example, by the
deposition of paraffins or the transition of the oil flow into the tubing, is
considered. It has been shown that sections of narrowing or expansion of a
pipe lead to noticeable temperature deviations compared to a straight pipe.
A numerical-analytical solution of the main problem of thermal logging is
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given, taking into account the possible change in the radius using the "on
average exact"asymptotic method.

Key words: well, temperature, debit, radius change.
При эксплуатации скважин возможно проявление различных про-

блемных ситуаций, например, наиболее остро стоит вопрос с зако-
лонной циркуляцией. Заколонная циркуляция характеризуется зна-
чительным содержанием воды в добываемой нефти, доля которой
может составлять до 90%. Данная проблема характерна для боль-
шинства используемых нефтяных скважин. Позднее выявление про-
блемы может привести к необходимости капитального ремонта, стои-
мость которого посредством последствий заколонной циркуляции мо-
жет достигать 40% от стоимости бурения новой скважины (12 млн.
руб), причем процент случаев, когда ремонт завершается успешно
составляет около 37%. В 60% случаев капитальный ремонт не мо-
жет быть успешно завершен, что вызывает необходимость бурения
новой скважины, которое приводит к значительным расходам, накла-
дывающимся на капитальный ремонт (дополнительные траты от 30-
35 млн. руб). При своевременном выявлении участков с заколонной
циркуляцией стоимость ремонтных работ будет составлять порядка
2 млн. руб. Данный факт указывает на необходимость совершенство-
вания методов выявления подобных ситуаций на месторождениях.

Одним из эффектов [1 – 3], который может препятствовать успеш-
ному выявлению интервалов заколонной циркуляции является изме-
нение диаметра канала, по которому движется жидкость (нефть).
Подобное изменение диаметра может сильно исказить результаты,
например, термометрических измерений температуры в скважине.

На рисунке 1 изображена геометрия описываемой задачи. Пусть
θup 1 , θup l , θup h – температура окружающей скважину поро-
ды и жидкости в нижней и верхней части цилиндрического ка-
нала соответственно. Температура в удаленных участках породы
считается стремящейся к геотермической температуре, зависящей
от геотермического градиента. Примем обозначение радиусов r l и
r h соответственно, для радиусов нижнего и верхнего участков ци-
линдрического канала. Приняты предположения, при которых ско-
рость потока нефти в скважине имеет одну ненулевую составляющую
в направлении вертикальной оси z d →

v
= (0, 0, v) . Малосжимаемая

жидкость при движении в нижнем участке канала приобретает ско-
рость ~vl , при движении в верхнем - ~vh .
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Рис. 1. Геометрия задачи

Постановка задачи определяется из основной задачи термокаро-
тажа [2, 3], путем разделения постановки на две части – для верхнего
и нижнего участков канала. Решение данной задачи получено с по-
мощью «в среднем точного» асимптотического метода.

Решение задачи для нижнего участка канала имеет следующий
вид:

T̃l ≈
Λ

χ
T0Φ

(
Fo− z

2R1 (1)Peν

){(
λ1 (r)− λ1 (1)

2
− R2 (r)−R2 (1)

2R1 (1)

)
×

×ψ
(

χz

R1 (1)Peν
,Fo− z

2R1 (1)Peν

)
− R2 (r)−R2 (1)

R1 (1)
×

× χ√
π
(

Fo− z
2R1(1)Peν

)exp

− χ2z2

4R2
1 (1) Pe2ν2

(
Fo− z

2R1(1)Peν

)

+

+
Λ (1−H)

χ

∫ z

0

Φ

(
Fo− z − ξ

2R1 (1) Peν

){(
λ1 (r)− λ1 (1)

2
− R2 (r)− R2 (1)

2R1 (1)

)
×

×ψ
(
χ (z − ξ)

R1 (1) Peν
,Fo− z − ξ

2R1 (1) Peν

)
− R2 (r)− R2 (1)

R1 (1)
×
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× χ√
π
(

Fo− z−ξ
2R1(1)Peν

)exp

− χ2 (z − ξ)2

4R2
1 (1) Pe2ν2

(
Fo− z−ξ

2R1(1)Peν

)

 dz

Полученные выше выражения представляют приближенные ре-
шения задачи о температурном поле турбулентного потока жидко-
сти в нижней части цилиндрического канала с наличием изменения
радиуса.

Для верхнего участка решение запишется в виде

Th
(0) = Φ (Fo− Sl (L)− Sh (z − L))T0erfc

[
χ (Sl (L) + Sh (z − l) /rhl)√

Fo− Sl (L)− Sh (z − L)

]
+

+ (1−H)

∫ L

0

{Φ (Fo− Sl (L− ξ)− Sh (z − L)) ×

×erfc

[
χ (Sl (L− ξ)− Sh (z − L) /rhl)√

Fo− Sl (L− ξ)− Sh (z − L)

]}
dξ+

+ (1−H)

∫ z

L

{Φ (Fo− Sh (z − ξ)) erfc

[
χSh(z − ξ) /rhl√
Fo− Sh (z − ξ)

]}
dξ,

где r < rhl , z ≥ L , Sl(z) = z/2Rl1 (1) Pelν , Sh(z) =
rhl

2z/2Rh1 (rhl) Pehν .
Таким образом, полное решение для анализа распределения тем-

пературы по глубине, времени и зависимости от параметров потока
жидкости и параметров, окружающей скважину среды строится в
виде

T (0) =

{
T

(0)
l , 0 < z < L,

T
(0)
h , z ≥ L.

Данные формулы позволяют использовать компьютерное модели-
рование [4,5] для выявления влияния изменения радиуса на темпера-
турное поле потока нефти при проведении температурных исследо-
ваниях на скважинах.

В примере на рисунке 3 показано тестирование модуля расчета
температуры при изменении диаметра.



106 Родионов А.С., Низамова Л.И.

Рис. 2. Пример теста определения степени изменения диаметра

Как следует из графиков на рисунке 3, в приведенном примере
наблюдается увеличение диаметра трубы на 5 см.

Таким образом, описанные формулы и примеры расчетов создают
предпосылки для создания программного средства, обеспечивающего
удобный способ моделирования температурных процессов в скважине
для улучшения проведения термометрических исследований скважи-
ны на выявление проблемных участков.
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при фильтрации жидкости в нестационарных полях давления, вы-
делена зона охлаждения и исследованы зависимости этой зоны от
без-размерных параметров.

Ключевые слова: Ключевые слова: термодинамическая система,
неравновесный диссипативный процесс, законы сохранения, филь-
трация, закон Дар-си, баротермический эффект, безразмерные па-
раметры.

TEMPERATURE EFFECTS DURING FILTRATION
LIQUIDS IN NON-STATIONARY PRESSURE FIELDS

Spiridonova N.A.
Sterlitamak branch of Bashkir State University, Sterlitamak, Russia;

hope.kimi@mail.ru

The paper presents the revealed temperature effects during filtration
of a liquid in non-stationary pressure fields, a cooling zone is identified,
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and the dependences of this zone on dimensionless parameters are
investigated.

Key words: thermodynamic system, non-equilibrium dissipative
process, conservation laws, filtration, Darcy’s law, barothermal effect,
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Исследование неравновесных термодинамических процессов в
природных и технических системах представляет актуальную науч-
ную проблему в связи с многочисленными приложениями. Основные
принципы исследования неравновесных процессов изложены в совре-
менных учебниках [1, 2], а также представлены в научных работах
[4, 5].

Данная работа посвящена исследованию некоторых температур-
ных эффектов, возникающих при фильтрации в пористой среде. Фи-
зической моделью такого движения является фильтрационное тече-
ние в изолированном пористом стержне.

Задача для одномерного поля давления представится как

mβ
∂P

∂t
− k

µ

∂2P

∂x2
= 0, (1)

где m0 – пористость при давлении P = Pl , k – проницаемость, µ
– вязкость, β – коэффициент сжимаемости пласта.

Начальное и граничные условия строятся на основании того, что
на правом конце стержня в начальный момент времени создаётся
и далее поддерживается давление, равное P0 , в удалённых точках
давление остаётся невозмущённым:

P |x=0 = −P0, P |x→∞ = 0, P |t=0 = 0. (2)

Решение этого уравнения имеет вид

P (x, t) = −P0erfc

(
x

2
√
kt

√
µmβ

)
. (3)

Уравнение для несущей фазы температурного поля при нестаци-
онарной фильтрации жидкости в пористой среде выражается, как
показано в [4], в виде

mρcp
∂T

∂t
+mvρcp

∂T

∂x
+ k1 (T − Ts) = mρcpη

∂P

∂t
+mvρcpε

(
∂P

∂x

)
.
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Для скелета аналогично

(1−m) ρscps
∂Ts
∂t
− k1 (T − Ts) = (1−m)ρscpsηs

∂Ps
∂t

.

Дальнейшие преобразования осуществляется формальным сло-
жением двух последних уравнений, полагая T = Ts , и введя обо-
значения для полной объемной теплоемкости пористой среды сп =
(1−m) ρscps+mρcp и эффективного адиабатического коэффициента
ηп = ((1−m) ρscpsηs +mρcpη) /сп , уравнение термодинамики пори-
стой среды представляется как

∂T

∂t
+ ρmv

cp
сп

∂T

∂x
= ηп

∂P

∂t
− ερmv cp

сп
∂P

∂x
. (4)

Это есть уравнение для температурного поля, индуцированного по-
лем давления в проницаемой среде.

Для построения решения сначала с помощью подстановки z =
x

2
√
kt

√
µmβ осуществляется переход к автомодельной переменной и

после преобразований

∂T

∂t
= − z

2t

∂T

∂z
,
∂P

∂t
= − z

2t

∂P

∂z
,
∂T

∂x
=

1

2
√
χt

∂T

∂z
,
∂P

∂x
=

1

2
√
χt

∂P

∂z
, (5)

получим упрощённую задачу о баротермическом эффекте в линейном
потоке (

z +
d

P0

∂P

∂z

)
∂T

∂z
= −ε d

P0

(
∂P

∂z

)2

+ az
∂P

∂z
, (6)

T |z→∞ → 0, (7)

где

d =
cж
cп

βmP0

2
, a =

ηmcж
εcп

. (8)

Точное решение находится интегрированием (6)

T

εP0
=

1√
π

∫ ∞
z

4d ехр(−2y)
2
/
√
π − 2ay ехр

(
−y2

)
y + 2d ехр(−y2)/

√
π

dy. (9)

Полученное выражение (9) показывает, что величина температур-
ного эффекта при движении жидкости в пористой среде в нестаци-
онарных полях давления определяется только двумя параметрами
d, a .



Данное решение предоставляет новые возможности для изучения
особенностей нестационарных температурных полей при фильтрации
жидкостей в пористой среде. Ниже представлены некоторые резуль-
таты вычислительных экспериментов такого рода.
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В связи с широким практическим использованием акустики
для медицинской диагностики важным представляется исследова-
ние волновых полей в мышечной среде, представляющей двухфаз-
ную систему. В работе предпринята попытка применения мето-
дов неравновесной термодинамики, развитых нобелевским лауреа-
том И. Пригожиным, для исследования волновых процессов в таких
условиях.
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NON-EQUILIBRIUM THERMODYNAMIC MODEL OF
ELASTIC FIELDS IN MUSCLE TISSUE
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In connection with the wide practical use of wave fields for medical
diagnostics, it is important to study wave fields in the muscular
environment, which is a two-phase system. An attempt is made in this
work to apply the methods of nonequilibrium thermodynamics, developed
by the Nobel laureate I. Prigogine, to study wave processes under such
conditions.

Key words: pressure field, two-phase thermodynamic system,
nonequilibrium thermodynamics.

Исследование упругих волновых процессов в биологических тка-
нях актуально в связи с успешным и расширяющимся использовани-
ем методов диагностики на основе УЗИ. Сложность строения био-
логических сред разного строения порождает большое количество
конкретных задач. Нами рассмотрена задача о волновых процессах
в мышечной среде, которая является двухфазной. Рассматривается
макроскопический объем мышечной ткани с развитой сетью крове-
носных сосудов, представленных преимущественно капиллярами.

Обозначим через m объемное содержание текучей фазы – крови
с плотностью ρ – в мышечной среде, тогда объемное содержание
нетекучей фазы – мышечной ткани с плотностью ρs – составит 1−
m . Наряду с истинной скоростью движения крови −→w использована
скорость приведенная скорость −→v = m−→w .

Уравнение движения, или закон сохранения импульса [1 – 4], стро-
ится на основе использования второго закона Ньютона, согласно ко-
торому сила Даламбера ρd−→w/dt , а точнее ее пространственная плот-
ность, приравнивается к геометрической сумме всех действующих
сил, представленных в соответствующей форме. Для деформируемой
сплошной среды важен учет деформаций или напряжений, которые,
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будучи отличными от равновесных, сами являются причинами дви-
жения. В общем случае такая задача решается путем использования
тензора напряжений. В случае движения жидкости, в чем нетрудно
убедиться, описание движения существенно упрощается путем введе-
ния дополнительной эффективной силы, равной градиенту давления
с противоположным знаком.

Уравнение движения крови в мышечной ткани представлено в ви-
де

ρ

(
∂−→w
∂t

+ (−→w∇)−→w
)

= −gradP + ρ
(−→g +

−→
F +

−→
R
∗)
. (1)

Представляя диссипативную силу
−→
R
∗

в различных видах, из этой
формулы легко получить уравнения Эйлера или Навье – Стокса.

Движение крови в сосудах инициирует наличие объемных сил тре-
ния, пропорциональных скорости фильтрации

−→
R
∗

= −µ
k

−→v
ρ

= −µm
k

−→w
ρ
. (2)

Здесь k – пропускная способность кровеносных сосудов, µ – вяз-
кость крови.

Сила
−→
R
∗
, согласно (2), пропорциональна скорости −→w , поэтому

из (1) получим уравнение

ρ

(
∂−→w
∂t

+ (−→w∇)−→w
)

+ gradP − ρ
(−→g +

−→
F
)

+
µ

km
−→w = 0. (3)

Если движение является стационарным ∂−→w/∂t = 0 и простран-
ственные градиенты скорости равны нулю (−→w∇)−→w = 0 , то из урав-
нения (3) следует выражение

−→w = − k

µm

(
gradP − ρ−→g − ρ

−→
F
)
,

согласно которому скорость стационарного (или квазистационарно-
го и квазибезградиентного) течения крови без учета сил тяжести −→g
и других массовых потенциальных сил

−→
F пропорциональна гради-

енту давления. В теории фильтрации это выражение известно как
закон Дарси.

Материалы Международной конференции. Сентябрь, 2021 г.



НЕРАВНОВЕСНАЯ ТЕРМОДИНАМИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ УПРУГИХ . . . 113

Пусть ρ (−→r , t) – плотность реальной гомогенной текучей среды,
а mρ (−→r , t) – средняя плотность жидкой фазы в мышечной среде.
Здесь m (−→r , t) – объемное содержание подвижной фазы. Уравнение
неразрывности для мышечной ткани запишем как

∂

∂t
(mρ+ (1−m) ρs) + div

(
mρ−→w +m

−→
j ρd + (1−m)

−→
j sd

)
=

= mqρ + (1−m) qs. (4)

Это уравнение учитывает наличие источников массы, qs , диффу-
зионный поток массы

−→
j ρd , пропорциональный коэффициенту диф-

фузии Dµ и градиенту химического потенциала ∇µc , а именно:
−→
j ρd = −Dµ∇µc .

Из (4) следует, что составляющая плотности потока вещества в
мышечной среде

−→
j l , обусловленная фазой с объемным содержанием

m ,
−→
j l = m

−→
j ρ = mρ−→w + m

−→
j ρd , равна произведению объемного

содержания фазы m на вектор плотности потока в подвижной фазе−→
j ρ , складывающегося геометрически из конвективного

−→
j ρ.conv =

ρ−→w и диффузионного потоков
−→
j ρd массы.

Далее для простоты ограничимся рассмотрением одномерного
плоского случая в изотропной однородной среде и построением ли-
нейного волнового уравнения, для получения которого следует вос-
пользоваться одномерным уравнением движения по координате x ,
следующим из (1):

ρ

(
∂w

∂t
+ w

∂w

∂x

)
+
∂P

∂x
−R∗ = 0.

Здесь учтен вклад силы трения R∗ = −µmw/ (ρk) . Выражение для
силы трения определено таким образом, что из уравнения

ρ
∂w

∂t
+ ρw

∂w

∂x
+
∂P

∂x
+ µm

w

k
= 0, (5)

получающегося из (1) после подстановки силы трения, в случае ста-
ционарного движения и отсутствия пространственного ускорения,
следует известный одномерный закон w = − k

µm
∂P
∂x для истинной ско-

рости w .
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Это означает, что уравнение (5) представляет уравнение движе-
ния в мышечной среде с учетом нестационарности и пространствен-
ных градиентов скорости. Заметим, что развиваемый здесь подход
представляется более обоснованным физическими соображениями в
сравнении с попытками использования эмпирического времени ре-
лаксации.

Закон изменения (сохранения) массы крови, при отсутствии ис-
точников и без учета диффузионных процессов, записывается в фор-
ме уравнения неразрывности

∂

∂t
(mρ) +

∂

∂x
(ρmw) = 0. (6)

При наличии источников уравнение (6) изменяется – в правой части
возникает функция источников массы.

Приведенные выше выражения позволяют получить уравнения,
описывающие волновые явления в мышечной среде. Для этого лине-
аризуем исходные уравнения. Во втором слагаемом уравнения нераз-
рывности (3) полагаем приближенно ρ = ρ0 , m = m0 , в итоге полу-
чим

∂

∂t
(mρ) + ρ0m0

∂w

∂x
= 0. (7)

В уравнении движения (5) полагаем m = m0 , ρ = ρ0 и, прене-
брегая слагаемыми второго порядка по скорости, имеем

ρ0
∂w

∂t
+
∂P

∂x
+ µm0

w

k
= 0. (8)

С уравнениями (7) и (8) осуществим следующие преобразования.
Продифференцируем уравнение (8) по пространственной переменной
x , а уравнение (7) – по времени t . Исключив из полученных соотно-
шений скорость, найдем

1

m0

∂2

∂t2
(mρ) +

µ

ρ0k

∂

∂t
(mρ)− ∂2P

∂x2
= 0.

Для линеаризованных уравнений состояния жидкой
фазы ρ = ρ (P, T ) = ρ0 [1 + βl (P − Pl)] и скелета
ρs = ρs (P, T ) = ρ0s [1 + βs (P − Pl)] баротропное приближе-
ние для произведения плотности крови на ее объемное содержание
в мышечной среде может быть представлено в линеаризованной

Материалы Международной конференции. Сентябрь, 2021 г.



НЕРАВНОВЕСНАЯ ТЕРМОДИНАМИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ УПРУГИХ . . . 115

по давлению форме с помощью разложения в степенной ряд с
использованием формулы Тейлора с сохранением нулевого и первого
слагаемых

ρm = ρ0m0

[
1 +

1

ρ0m0

∂ρm

∂P

∣∣∣∣
P=Pl

(P − Pl)

]
= ρ0m0 [1 + β (P − Pl)] ,

β =
1

ρ0m0

∂ρm

∂P

∣∣∣∣
P=Pl

.

Для вычисления упругого отклика мышечной среды β вос-
пользуемся уравнением неразрывности для основы мышечной ткани
∂(ρs(1−m))

∂t = 0 . Поскольку ρs и m являются функциями давления,
которое, в свою очередь, зависит от времени, то уравнение неразрыв-
ности представим как ∂(ρs(1−m))

∂P
∂P
∂t = 0 . Для нестационарных про-

цессов ∂P
∂t 6= 0 , поэтому уравнение неразрывности представляется

как

∂(ρs (1−m))

∂P
= 0.

Отсюда с помощью известных формул дифференцирования най-
дем выражение для производной от объемного содержания крови по
давлению

∂m

∂P
=

1−m
ρs

∂ρs
∂P

.

Тогда выражение для упругого отклика мышечной среды, с учетом
линеаризованных уравнений состояния, запишется как

β =
1

ρ0m0

∂ρm

∂P

∣∣∣∣
P=Pl

=
m

m0
βl

∣∣∣∣
P=Pl

+
ρ

ρ0m0

1−m
ρs

βsρs0

∣∣∣∣
P=Pl

=

= βl +
1−m0

m0
βs.

Здесь ρ0 , ρ0s , m0 , Pl – значения плотности крови, мышечной тка-
ни, объемного содержания крови и давления в точке линеаризации;
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βl, βs – сжимаемость крови и нетекучей фазы мышечной среды. За-
метим, что выражение для упругого отклика мышечной среды мы-
шечной среды, полученное для одномерного случая, применимо для
любого количества измерений, поскольку все осуществленные вы-
кладки связаны только с использованием уравнений состояния, ко-
торые являются пространственно инвариантными.

С учетом этого уравнение для поля давления в представляется в
виде как

ρ0β
∂2P

∂t2
+
µm0β

k

∂P

∂t
− ∂2P

∂x2
= 0. (9)

Если в этом уравнении использовать обозначения для скорости
упругих волн в мышечной среде c2 = (βρ0)

−1 и коэффициента
χ = k/ (µβm0) , то оно представится как

1

c2
∂2P

∂t2
+

1

χ

∂P

∂t
− ∂2P

∂x2
= 0.

Путем сопоставления полученного уравнения с классическим
уравнением колебаний [5] можно выразить величину коэффициента
затухания через параметры биосреды

γ =
c2

2χ
=
µm0

2kρ0
.

Сравнивая уравнение, содержащее время релаксации [6], с (9), запи-
шем соотношение для времени релаксации

τр =
kρ0

µm0
=

1

2γ
.

Уравнение (7) совпадает с телеграфным уравнением, которое на-
шло широкое применение при исследовании электромагнитных по-
лей. Итак, в одномерном случае линеаризованное уравнение филь-
трации совпадает с телеграфным уравнением. Выражение для ско-
рости упругой волны в мышечной среде представляется как

с = (βρ0)
−1/2

=

[
ρ0

(
βl +

1−m0

m0
βs

)]−1/2

.
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Анализ полученных выражений показывает, что измерение скоро-
сти и коэффициента затухания позволяет определить упругие свой-
ства мышечной ткани и пропускающую способность кровеносных со-
судов, которые определяют жизненно важные характеристики орга-
низмов. Это открывает также новые возможности для развития ме-
тодов диагностики на основе использования упругих акустических и
ультразвуковых волн.
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Обсуждается корректность постановки задачи о поле давления
в слоисто-неоднородном пласте при заданном отборе на границе
пласта и скважины. Показано, что проблема возникает вследствие
необходимости использования неклассического нелокального инте-
грального граничного условия, которое оправдано слоистой неодно-
родностью среды.

Ключевые слова: поле давления, заданный отбор, разложение Фу-
рье.
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The correctness of the formulation of the problem of the pressure
field in a layered heterogeneous reservoir for a given production at the
boundary of the reservoir and the well is discussed. It is shown that the
problem arises due to the need to use a nonclassical nonlocal integral
boundary condition, which is justified by the layered inhomogeneity of the
medium.

Key words: pressure field, specified selection, Fourier expansion.
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Рассматривается обобщенная задача о поле давления при филь-
трации жидкости с плотностью ρ и вязкостью µ , частный случай
которой рассмотрен в работе [1], в несовершенно вскрытом нефтега-
зовом пласте. Несовершенство вскрытия означает, что границы ин-
тервала перфорации не совпадают с границами пласта. Рассмотрен
случай, когда перфорирована только наиболее проницаемая часть
пласта. На рис. 1 представлена геометрия задачи в цилиндрическо-
ий системе координат, ось z которой совпадает с осью скважины
радиуса r0 . Для удобства построения решения нефтегазовый пласт
разделен двумя горизонтальными плоскостями на три слоя. Таким
образом среда представлена тремя областями с плоскими границами
раздела z = ±h . Покрывающиий и подстилающиий пласты считают-
ся слабопроницаемыми, средняя область толщины 2h является хо-
рошо проницаемым перфорированным слоем. Все пласты считаются
анизотропными по коллекторским свойствам.

Рис. 1. Геометрия задачи о радиальной фильтрации в
слоисто-неоднородном пласте

Невозмущенное разработкой давление определяется гравитацион-
ным полем, ускорение свободного падения g направлено противопо-
ложно единичному вектору −→e z . Считается, что невозмущенное поле
давления является гидростатическим.

Математическая постановка гидродинамическоий задачи для осе-
симметричного течения включает уравнение для поля давления P1 в
верхнем слое h < z < H1 . Поскольку породы в неперфорированных
слоях считаются слабопроницаемыми, то зависимостью физических
параметров от координат в этом слое пренебрегается
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∂m1ρ

∂P1
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∂t
− 1

rd

∂
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(
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µ
r
∂P1

∂r

)
− ∂

∂z

(
k1zρ

µ

(
∂P1

∂z
+ ρg

))
= 0,

t > 0, r > r0, h < z < H1.

Поле давления P в центральной области пласта −h < z < h опи-
сывается уравнением, учитывающим зависимость радиальной kr(z)
и осевой kz(z) компонент тензора проницаемости от осевой коорди-
наты z

∂mρ

∂P

∂P

∂t
− 1

r

∂

∂r

(
kr (z) ρ

µ
r
∂P

∂r

)
− ∂

∂z

(
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µ

(
∂P

∂z
+ ρg

))
= 0,

t > 0, r > r0, −h < z < h.

В нижнем слое −H2 < z < −h поле давления P2 также мо-
делируется однородной средой, поэтому зависимостью физических
параметров от координат пренебрегается

∂m2ρ

∂P2

∂P2

∂t
− 1

r

∂

∂r

(
k2rρ

µ
r
∂P2

∂r

)
− ∂

∂z

(
k2zρ

µ

(
∂Pd2
∂z

+ ρg

))
= 0,

t > 0, r > r0, −H2 < z < −h.

Условия сопряжения представляют равенства давлений и скоро-
стей фильтрации в вертикальном направлении на границах раздела
слоев

P1|z=h = P |z=h, P2|z=−h = P |z=−h,

k1z

(
∂P1

∂z
+ ρg

)∣∣∣∣
z=h

= kz (z)

(
∂P

∂z
+ ρg

)∣∣∣∣
z=h

,

k2z

(
∂P2

∂z
+ ρg

)∣∣∣∣
z=−h

= kz (z)

(
∂P

∂z
+ ρg

)∣∣∣∣
z=−h

.

Покрывающий слой считается изолированным сверху, а покрываю-
щий – снизу
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(
∂P1

∂z
+ ρg

)∣∣∣∣
z=H1

= 0,

(
∂P2

∂z
+ ρg

)∣∣∣∣
z=−H2

= 0.

Окружающие пласты считаются изолированными от скважины

∂P1

∂r

⌋
r=r0

= 0, h < z < H1,
∂P2

∂r

⌋
r=r0

= 0, −H2 < z < −h.

В начальный момент времени, до достижения которого давление
совпадало с невозмущённым P̃ , имеют место равенства

P |t=0 = P̃ , P1|t=0 = P̃ , P2|t=0 = P̃ .

Наиболее оправданными для реальных месторождений являются
условия, когда на перфорированный слой накладывается возмущение
в виде заданного перепада давления Pw в скважине

P |r=r0 = P̃ + Pw, −h < z < h.

В этом случае при задании условий регулярности на бесконечности
решение задачи является единственным.

В научной и технической литературе типичным также являет-
ся задание постоянного удельного притока в интервале перфора-
ции. Нетрудно заметить, что обеспечение равномерности притока по
все толщине перфорированного слоя требует создания специальных
устройств, что технически трудно выполнимо. Причинами неравно-
мерности притока по толщине пласта являются слоистая неоднород-
ность пласта, обусловленная условиями формирования осадочных
пород, и подтягивание жидкости из неперфорированных слоев.

В таких условиях более естественным представляется задание ин-
тегральной величины отбора из всего перфорированного слоя. Соот-
ветствующее условие представляется как

2π

µ

∫ h

−h
kr ( z) r

∂P

∂r

∣∣∣∣
r=r0

dz = −Q, −h ≤ z ≤ h. (1)

Здесь Q – величина отбора из всего интервала перфорации.
В отличие от задания постоянного удельного притока, условие (1)

более оправдано физическими условиями, однако требование его вы-
полнения создает математические трудности, некоторые из которых
обсуждаются в данной статье.
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Итак, в слоисто-неоднородных перфорированных интервалах, ко-
гда проницаемость kr меняется по толщине пласта произвольным
образом kr = kr (z) , условие заданного отбора выражается в инте-
гральном (нелокальном) виде. Из анализа нелокального граничного
условия следует, что переход к локальной форме, даже в однород-
ных пластах, возможен только в случае, когда давление в пласте не
зависит от координаты z . Такие условия реализуются, если пласт
однородный, а интервал перфорации совпадает с границами пласта.
В этом случае происходит одномерная радиальная фильтрация. Вер-
тикальные движения жидкости, т.е. межпластовые перетоки, в таких
условиях отсутствуют.

Если проницаемость центрального слоя и поле давления не зави-
сят от вертикальной координаты, то нелокальное граничное условие
представляется в классической локальной форме

r
∂P

∂r

∣∣∣∣
r=r0

= − Qµ

4πkrh
, −h ≤ z ≤ h.

Предполагается, что решение поставленной задачи является регуляр-
ным на бесконечности, т.е. при устремлении пространственных коор-
динат в бесконечность искомое решение, а при необходимости и его
производная, обращаются в нуль.

В рассматриваемой задаче легко определить невозмущенное поле
как решение уравнения ∂P̃

∂z = −ρ(P̃ )g . В результате получим неявное

уравнение для определения невозмущённого поля
∫ P̃
Pн

dx
ρ(x) = −gz , где

Pн = P̃ (z = 0) . Для поля возмущений P
′

i = Pi−P̃ , где i = пробел , 1
или 2 в зависимости от номера среды, задача упрощается, поскольку
в задаче исчезает слагаемое ρg .

Применение нелокального интегрального условия порождает
неединственность решения задачи, которую поясним следующим об-
разом. Радиальную компоненту скорости фильтрации на левой гра-
нице области представим в виде ряда Фурье

kr ( z)
∂P

∂r

∣∣∣∣
r=r0

= f(z) =
a0

2
+

∞∑
n=1

(
ancos

πnz

h
+ bnsin

πnz

h

)
,

где
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a0 =
1

h

∫ h

−h
f(z)dz, an =

1

h

∫ h

−h
f(z)cos

πnz

h
dz,

bn =
1

h

∫ h

−h
f(z)sin

πnz

h
dz.

Подставляя это разложение в (1), получим равенство

2π

µ
a0 = −Q,

согласно которому нелокальное интегральное условие имеет силу
только для нулевого коэффициента a0 , поскольку интегралы для
всех других коэффициентов обращаются в нуль.

Далее, если заменить нелокальное интегральное условие в задаче
условиями вида

kr ( z)
∂P

∂r

∣∣∣∣
r=r0

= f (z) = ancos
πnz

h
,

kr ( z)
∂P

∂r

∣∣∣∣
r=r0

= f (z) = bnsin
πnz

h
,

или любой их линейной комбинацией, то решение такой вспомога-
тельной задачи не будет тривиальным. Сумма же любого решения
вспомогательной и исходной задач будет решением исходной зада-
чи. Это обстоятельство порождает неединственность решения зада-
чис нелокальным интегральным условием.

Означает ли это, что следует отказаться от необходимости реше-
ния задач такого рода? Вовсе нет. Постановка задачи описывает ре-
альную физическую ситуацию, исследование оторой оправдано прак-
тической необходимостью. Выход из ситуации заключается в том, что
необходимо использовать дополнительные условия, обеспечивающие
правильный выбор комбинаций решений исходной и вспомогательной
задач. Это, конечно, потребует дополнительных исследований.

Отмеченная нетривиальная особенность рассматриваемого класса
задач требует создания новых подходов и физических концепций, а
также математических методов, а отмеченные особенности выделя-
ют класс задач такого рода из разряда классических. Обнаруженные
свойства задач такого рода необходимо учитывать при их численной



124 Филиппов А.И., Зеленова М.А.

реализации [2 – 6], поскольку они несомненно создадут трудности и
будут источником неустойчивостей разного рода.
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ПРОГРАММНОЕ ОБЕСПЕЧЕНИЕ ДЛЯ РАСЧЕТОВ
ТЕМПЕРАТУРНЫХ ПОЛЕЙ НА ЭТАПЕ ВЫДЕРЖКИ

ПРИ ЦИКЛИЧЕСКОМ СОЛЯНОКИСЛОТНОМ
ВОЗДЕЙСТВИИ НА КАРБОНАТОСОДЕРЖАЩИЙ

НЕФТЕГАЗОВЫЙ ПЛАСТ
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Получено асимптотическое решение задачи о температурном
поле, возникающем при выдержке химически активного раствори-
теля в слоисто-неоднородном ортотропном пласте. Учтены воз-
мущения температуры, вызванные предшествующими технологи-
ческими процессами, что позволяет использовать полученное ре-
шение для расчетов в условиях многократного циклического воздей-
ствия. Источниками возмущений температуры выступают выде-
ление тепла за счет химической реакции и изменение температу-
ры закачиваемого в пласт раствора кислоты, поэтому полученное
решение охватывает также круг процессов термокислотного воз-
действия. Учтены теплофизические свойства накрывающего, про-
водящего и подстилающего пластов.

Ключевые слова: СПО, «в среднем точный» асимптотический
метод, остаточный член, осреднение, нулевой коэффициент разло-
жения.
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CARBONATE-CONTAINING OIL AND GAS FORMATION
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filippovai1949@mail.ru, kabirov.ilshat@bk.ru

An asymptotic solution to the problem of the temperature field arising
during holding a chemically active solvent in a layered inhomogeneous
orthotropic formation is obtained. Temperature perturbations caused by
previous technological processes are taken into account, which makes it
possible to use the obtained solution for calculations under conditions of
repeated cyclic exposure. The sources of temperature perturbations are the
release of heat due to a chemical reaction and a change in the temperature
of the acid solution injected into the formation, therefore the obtained
solution also covers the range of processes of thermoacid action. The
thermophysical properties of the overburden, conductive and underlying
layers are taken into account.

Key words: selection, “on the average exact“ asymptotic method, the
residual term, averaging, zero coefficient of expansion.

Измерение температурных полей в скважинах, осуществляемое
при закачке растворов изотопов и химически акивных веществ в под-
земные горизонты, позволит контролировать безопасность процесса и
увеличить эффективность теплового воздействия на месторождения
газовых гидратов. Даже непрерывная технология закачки предпола-
гает наличие технологических перерывов, в процессе которых движе-
ние жидкости по пласту прекращается. По этой причине возникает
проблема изучения температурных полей в пластах после прекраще-
ния фильтрации химически- и радиоактивных растворов.

Размеры области нарушений предшествующей закачкой темпера-
турного поля в направлении движения во много раз превосходят вер-
тикальные размеры, поскольку преобладающим процессом выступа-
ет конвекция. Это означает, что вертикальные градиенты темпера-
туры во много раз превосходят горизонтальные и ими можно прене-
бречь. Технологический процесс кислотного воздействия на карбона-
тосодержащий пласт носит цикличный характер: выдержка следует
за этапом закачки (или отбора) соляно-кислотного раствора. Поэтому
будем считать, что температура в начальный момент времени отли-
чается от геотермической в пластах, (рис.1). Более подробная поста-
новка задачи приведена в работах [1 – 3]. Программы для расчетов
составлены с использованием пакетов СПО.
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Рис. 1. Геометрия задачи

На рис. 2 представлены нормированные на максимальное значе-
ние температуры изотермы поля начальных возмущений. Рисунки
дают представление о динамике пространственных изменений по-
ля, вызванных предшествующими выдержке технологическими про-
цессами, представленными в рассматриваемой модели начальными
возмущениями температуры. В расчетах приняты следующие пара-
метры: накрывающий пласт – кварц, пористый слой – известняк и
подстилающий слой – гранит. Температурные возмущения, вызван-
ные предшествующими технологическими операциями, описываются
с помощью решений, приведенных в цитированных работах.

На рис. 2, а изображены пространственные зависимости темпера-
туры от координат r и z , а на 2, б – плоское изображение линий рав-
ной температуры того же, что и на а, температурного поля. Сопостав-
ление этих зависимостей обеспечивает наглядное пространственно-
временное представление полей температуры. В расчетах принято,
что максимальное значение начального возмущения температуры ло-
кализовано в скважине в интервале пласта ( r = 0 , ?1 < z < 1 ).
Кривые для малых времен после прекращения закачки Fo = 0.1 ,
представленные на рис. 2, свидетельствуют о том, что максимальные
возмущения температуры локализованы в скважине и составляют 0.9
амплитуды исходного температурного возмущения.
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Рис. 2. Результаты вычислительных экспериментов

Заметим, что созданное программное обеспечение составляет
часть комплекса для расчетов физических полей при соляно-
кислотной и других видах обработки нефтегазовых и газогидратных
пластов [4 – 8] с целью повышения нефтеизвлечения.
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УДК 665.62

ТЕХНОЛОГИЯ И УСТАНОВКА ДЛЯ
РАЦИОНАЛЬНОГО ИСПОЛЬЗОВАНИЯ

НЕСТАБИЛЬНЫХ ГАЗОВЫХ КОНДЕНСАТОВ НА
НЕФТЕПРОМЫСЛАХ

Хасанов И.Ю.
Стерлитамакский филиал Башкирского государственного

университета, г. Стерлитамак, Россия;
npc-sherik@mail.ru

Газовый конденсат в нефтепромыслах образуется, в основном по-
сле третьей, частично второй ступеней сепарации нефти. Описы-
вается разработка технологии и малогабаритной блочной установ-
ки полной заводской готовности для разделения нестабильных га-
зовых конденсатов на газовую и жидкие части на нефтепромыслах
смешении полученной жидкой его части с товарной нефтью. Тех-
нология и установка призваны способствовать решению проблемы
рациональной утилизации попутных нефтяных газов в остро сто-
ящей применительно малых и средних удаленных месторождений
нефти.

Ключевые слова: нефтепромысел, попутно нефтяной газ, газо-
вый конденсат, технология разделения, малогабаритная блочная
установка.
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TECHNOLOGY AND INSTALLATION FOR THE
RATIONAL USE OF UNSTABLE GAS CONDENSATES IN

OIL FIELDS

Khasanov I.Yu.
Sterlitamak branch of the Bashkir State University, Sterlitamak, Russia;

npc-sherik@mail.ru

Gas condensate in oil fields is formed mainly after the third, partly
the second stage of oil separation. The development of a technology and
a small-sized block unit of full factory readiness for separating unstable
gas condensates into gas and liquid parts in oil fields by mixing the
obtained liquid part with commercial oil is described. The technology
and the installation are designed to help solve the problem of rational
utilization of associated petroleum gases in the acutely applicable small
and medium-sized remote oil fields.

Key words: oil field, associated petroleum gas, gas condensate,
separation technology, small-sized block unit.

В России разрабатываются свыше 1200 месторождений неф-
ти. Проблема рациональной утилизации попутных нефтяных газов
(ПНГ) остро стоит применительно малых и средних удаленных ме-
сторождений нефти. Они составляют более 70% всех месторождений
с объёмами добычи до 1,0-1,5 млн т нефти в год и ПНГ менее 100 тыс
м3 в сутки. В настоящее время последнее - ценное техническое сы-
рье в неизвестных количествах, кроме, используемой на собственные
нужды, сжигается на факелах. В этих условиях, разрабатываются
рациональная технология и блочное техническое средство промысло-
вого разделения ПНГ и нестабильного газового конденсата третьей,
частично второй ступени сепарации нефти для возврата максималь-
ного количества их жидкой части в товарную нефть на удаленных
и малых месторождениях с эффективным использованием ее энер-
гического потенциала и при минимизации дополнительно устанав-
ливаемого оборудования. Проблема связана с решением ряда неор-
динарных задач по выбору технологии сепарации нестабильного га-
зового конденсата от газовых углеводородов. Неординарность задач
разделения обусловлена особенностями её физико-технологических
свойств: повышенной газонасыщенностью при высоких температурах
и давлениях; склонностью к тепловому расширению; образованию
большого объема паров по сравнению с жидкой частью при ступенча-
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том снижении давления, обуславливающему протекание ряда элемен-
тарных процессов дросселирования, тепло - и массообмена в одном
аппарате в составе установки комплексной подготовки газа (УКПГ).

Разрабатываемая нами новая технология дегазации нестабильно-
го газового конденсата и её аппаратурное оформление обеспечивают
сохранение максимального количества компонентов C5+ в жидкой
фазе.

Предлагаемые технические решения позволят существенно повы-
сить технико - экономические показатели процесса подготовки нефти,
а именно: увеличить выход товарной нефти; восстановить её бензино-
вый потенциал; улучшить реологические свойства высокопарафини-
стой товарной нефти. Более того, увеличение бензинового потенциала
нефти, как известно, увеличивает рентабельность её переработки на
НПЗ.

Ниже показаны результаты моделирования процессов разделения
конденсата и смешения полученной при этом жидкой продукции с то-
варной нефтью на одном из месторождений. В качестве оптимального
режима принятого параметра действующей установки. Расходы неф-
ти и нестабильного конденсата gнефти = 160 т/ч; gнестаб.конденс = 4, 2
т/ч (содержание С2 – 2,5% масс.), при давлении P0 = 8 атм (абс) и
температуре Т0=650С. В процессе сепарации полученный конденсат
g0 = 1, 49 т/ч, при смешении которого с товарной нефтью (ДНП=24
кПа) получена нефтегазоконденсатная смесь с ДНП = 38 кПа; расход
тепла Q0 = 0, 47 МДж/ч.

Подготовка продукции нефтяных скважин на установке подготов-
ки нефти, как известно включает ступенчатую сепарацию нефти для
снижения ДНП нефти до 66,7 кПа при 37,8 0С (ГОСТ 51858-2002),
что необходимо для поставки её на НПЗ без сверхнормативных по-
терь от испарения.

Для снижения потерь нефти от испарения при ее транспорте и
хранении рекомендуется принимать ДНП до 46,6 кПа. В исследо-
ваниях принято ДНП получаемой нефтегазоконденсатной смеси 38
кПа.

Получены корреляционные зависимости относительного выхода
стабильного конденсата g/g0 = A от давления сепарации P ; A –
от температуры сепарации; расхода тепла – от P ; ДНП смешанной
нефти – расход конденсата. Показано, что увеличение содержания
C2 в конденсате приводит к резкому снижению выхода полуфабри-
ката и, как следствие, к увеличению стабильности смешанной неф-
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ти. Результаты моделирования процесса компаундирования товарной
нефти конденсатом позволяют оценить эффективность горячей се-
парации газового конденсата при отклонении термобарических пара-
метров, количества и состава последнего от базового режима её се-
парации. Технологическая схема предлагаемой установки приведена
на рисунке.

Рис. Принципиальная схема малогабаритной блочной установки
1 – головка сепарационная; 2 – устройство распределительное; 3 –

нагреватель конденсата; 4 – подогреватель; 5 – перегородка; 6 – труба
барботажная; 7 – регулятор барботожа; 8 – пеногаситель; 9 – люк-лаз; 10
– переливные перегородки; 11 – узел управления со штурвалом; 12 – лимб.

Питание колонны осуществляется раздельно паром и жидкостью.
Блоки сепарации и фракционирования работают при близких давле-
ниях. Колонны имеют небольшую высоту и диаметр. Вместо тарелок
используется высокоэффективная насадка. Создание парового оро-
шения не требует стационарных печей, а используется мобильная па-
рогенерирующая установка, применяющая на промыслах. В качестве
хладагента в конденсаторе-холодильнике используется вода.

Рисунок не полностью расшифрован, имеется ряд ноу-хау.
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ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ТЕЧЕНИЯ
ПАРАФИНИСТОЙ НЕФТИ В НЕФТЕПРОВОДЕ

Шабаров А.Б., Шастунова У.Ю., Сахарова М.C.
Тюменский государственный университет, г. Тюмень, Россия;

u.y.shastunova@utmn.ru

В работе рассмотрена постановка задачи, исходная система
уравнений, начальные и граничные условия, численный алгоритм
и результаты расчета, температуры при течении парафинистой
нефти в нефтепроводе с учетом фазового перехода. Неизвестными
величинами, найденными в результате расчетов, являются: рас-
пределение по длине нефтепровода и по времени температуры и дав-
ление нефтяной парафинистой смеси, объемных долей «жидкой» и
«твердой» фаз парафина в потоке, а также толщина слоя пара-
фина на стенке нефтепровода. В расчетах используется уравнение
баланса внутренней энергии с учетом изменения фазового соста-
ва смеси и теплоотдачи в окружающую среду, а также уравне-
ния баланса импульсов и массы фаз. Предложен вид и параметры
диаграммы фазового состояния парафина, позволяющие уточнять
интенсивность фазовых переходов. Полученные результаты дают
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возможность уточнений и прогнозирования термогидродинамиче-
ских параметров и изменения «живого сечения» нефтепровода при
перекачке парафинистой нефти.

PHYSICAL AND MATHEMATICAL MODEL OF
PARAFFINY OIL FLOW IN A PIPELINE

Shabarov A.B., Shastunova U.Yu., Sakharova M.S.
Tyumen State University, Tyumen, Russia;

u.y.shastunova@utmn.ru

The paper considers the formulation of the problem, the initial system
of equations, initial and boundary conditions, a numerical algorithm and
calculation results, temperatures during the flow of paraffinic oil in an oil
pipeline, taking into account the phase transition. The unknown quantities
found as a result of the calculations are: the distribution along the length
of the pipeline and in time, the temperature and pressure of the oil
paraffinic mixture, the volume fractions of "liquid"and "solid"phases of
paraffin in the flow, as well as the thickness of the paraffin layer on the
wall of the pipeline. The calculations use the equation for the balance of
internal energy taking into account the change in the phase composition of
the mixture and heat transfer to the environment, as well as the equation
for the balance of impulses and phase masses. The form and parameters
of the phase state diagram of paraffin are proposed, which make it possible
to refine the intensity of phase transitions. The results obtained make it
possible to refine and predict the thermohydrodynamic parameters and
changes in the "living section"of the oil pipeline when pumping paraffinic
oil.



Секция 8. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ
СЛОЖНЫХ ПРОЦЕССОВ И СИСТЕМ

УДК 532.2

КОМПЬЮТЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ
ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ОПТИЧЕСКОГО ИЗЛУЧЕНИЯ С
СУПЕРКРИСТАЛЛОМ КВАНТОВЫХ ТОЧЕК В СРЕДЕ

ANYDYNAMICS

Байрамдурдыев Д.Я., Маликов Р.Ф.
Башкирский государственный педагогический университет

им. М.Акмуллы, г. Уфа, Россия;
d.bayramdurdiyev@gmail.com, rfmalikov@mail.ru

Проведен теоретический анализ нелинейного оптического от-
клика монослоя трёхуровневых квантовых излучателей с дублетом
в возбужденном состоянии с помощью среды виртуального моде-
лирования AnyDynamics. Исследована устойчивость динамической
системы суперкристалла при нормальном падении резонансного оп-
тического поля при учете дефазироввки квантовых состояний. По-
казаны возможности среды моделирования AnyDynamics.

Ключевые слова: нелинейные динамические системы, компью-
терное моделирование, оптические метаматериалы, суперкристал-
лы, нелинейный оптический отклик, нанофотоника, фазовая релак-
сация.

COMPUTER SIMULATION OF INTERACTION OF
OPTICAL RADIATION WITH A SUPERCRYSTAL OF
QUANTUM DOTS IN ANYDYNAMICS SOFTWARE

Bayramdurdyev D.Ya., Malikov R.F.
Bashkir State Pedagogical University named after M. Akmulla;

d.bayramdurdiyev@gmail.com, rfmalikov@mail.ru

A theoretical analysis of the nonlinear optical response of a monolayer
of three-level quantum emitters with a doublet in the excited state is
carried out using the AnyDynamics virtual simulation environment. The
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stability of the dynamical system of a supercrystal under the normal
incidence of a resonant optical field is investigated, taking into account
the dephasing of the quantum states. The capabilities of the AnyDynamics
modeling environment are shown.

Key words: nonlinear dynamical systems, computer simulation, optical
metamaterials, supercrystals, nonlinear optical response, nanophotonics,
phase relaxation.

В течение последнего десятилетия получили большое внимание
так называемые метаматериалы – класс новых объектов, не суще-
ствующих в природе (см. [1 – 4]). Двумерные суперкристаллы (СК)
полупроводниковых квантовых точек (ПКТ) [5] и органических поли-
меров [6], представляют собой один из примеров оптических метама-
териалов. Оптические свойства CК зависят от размера компонентов,
его образующих, их формы, химического состава, геометрии решетки
и могут быть целенаправленно контролируемы (см. публикацию [1 –
7] и ссылки в ней), что представляет исключительный интерес для
нанофотоники.

В настоящей работе на основе среды визуального моделирования
AnyDynamics, теоретически исследуется стационарный нелинейный
оптический отклик монослоя, состоящего из регулярно расположен-
ных квантовых излучателей (КИ) с дублетом в возбужденном со-
стоянии (так называемая V-схема оптических переходов [8]). В каче-
стве такого излучателя может выступать ПКТ. Благодаря высокой
плотности КИ и их большой силе осциллятора переходов, диполь-
дипольное взаимодействие КИ играет важную роль в оптическом от-
клике монослоя. Как показали исследования ансамблей квантовых
излучателей с другими схемами переходов ( Λ и Θ ), это взаимодей-
ствие обеспечивает положительную обратную связь, которая, вме-
сте с нелинейностью КИ, приводит к богатой оптической динамике
монослоя, включая мультистабильность, автоколебания и динамиче-
ский хаос [9]. Мы моделируем КИ трехуровневой квантовой системой,
включающей основное состояние |1〉 и дублет |2〉 и |3〉 в возбуж-
денном состоянии. Оптически разрешёнными являются переходы |1〉
↔ |2〉 и |1〉 ↔ |3〉 , характеризующиеся дипольными моментами
переходов d21 и d31 (для простоты одинаково направленными) и
константами затухания γ21 и γ31 . Безызлучательная релаксация в
дублете учитывается константой γ32 . Предполагается, что монослой
подвергается действию внешнего гармонического поля с Раби ампли-
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тудой Ω0 и частотой ω0 , падающего нормально к поверхности мо-
нослоя и квазирезонансного переходам в КИ.

В пространственно-однородном приближении оптическая динами-
ка КИ описывается системой уравнений для матрицы плотности ραβ
( α, β = 1, 2, 3 ), которая во вращающейся системе отсчета (с частотой
внешнего поля ω0 ) имеет вид:

ρ̇11 = γ21ρ22 + γ31ρ33 + Ω∗ρ31 + Ωρ∗31 + µ(Ω∗ρ21 + Ωρ∗21) , (1a)

ρ̇22 = γ32ρ33 − γ21ρ22 − µ(Ω∗ρ21 + Ωρ∗21) , (1b)

ρ̇33 = −(γ31 + γ32)ρ33 − Ω∗ρ31 − Ωρ∗31 , (1c)

ρ̇31 = − [i∆31 + (γ31 + γ32)/2 + Γ] ρ31 + Ω(ρ33 − ρ11) + µΩρ32 , (1d)

ρ̇21 = − (i∆21 + γ21/2 + Γ) ρ21 + µΩ(ρ22 − ρ11) + Ωρ∗32 , (1e)

ρ̇32 = − [i∆32 + (γ31 + γ21 + γ32)/2 + 2Γ] ρ32 − µΩ∗ρ31 − Ωρ∗21 . (1f)

где точка над ραβ означает производную по времени, ∆32 – рас-
щепление дублета, ∆31 = ω0 − ω31 и ∆32 = ω0 − ω32 – отстройки
частоты внешнего поля ω0 от частот резонансов переходов |1〉 ↔
|3〉 и |2〉 ↔ |3〉 , соответственно, µ = (γ21/γ31)1/2 , Ω – Раби ам-
плитуда действующего на КИ поля. Последнее представляет собой
сумму внешнего поля и вторичного поля, создаваемого другими КИ
в месте расположения данного:

Ω = Ω0 + (γR − i∆L)(ρ31 + µρ21) . (2)

здесь γR и ∆L – амплитуды вторичного поля в дальней и ближней
зонах, соответственно. Первая из них определяет коллективное дина-
мическое уширение, вторая – динамические сдвиги уровней КИ, оба
зависящие от их разностей населенностей [8].

Пакет визуального моделирования динамических систем в ви-
де инструментальной среды имитационного моделирования (СИМ)
Model Vision 2 была задумана и в первоначальном варианте со-
здана Ю.Б. Колесовым в начале 90-х гг. ХХ в. В 1997 году бы-
ла основана компания MVSTUDIUM Group, которая разработала
СИМ Model Vision 3 и следующие модификации. В 2009 г. появи-
лось название «Rand Model Designer» (RMD) для общей версии (спе-
циальные версии имеют название «MVStudium»). Пакет RMD яв-
ляется системой визуального объектно-ориентированного имитаци-
онного моделирования, базирующейся на расширении языка UML
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для непрерывно-дискретных систем. В декабре 2020 г. выпущена но-
вая версия 8.0 получившая название AnyDynamics, поддерживающая
символьное дифференцирование и создание 64-разрядных моделей
(https://www.mvstudium.com/). Пользователь, используя интегриро-
ванную среду, создает в нем проект, являющийся описанием мате-
матической модели (1)-(2), и наполняет его модельными элементами
(см. например [10-11]). В среде имеются редактор уравнений, в кото-
рой можно ввести системы уравнений в естественной математической
форме. При описании системы уравнений интегрированная среда ав-
томатически запрашивает и предлагает описание констант, парамет-
ров и переменных. После описания всех переменных и задания реаль-
ных параметров системы мы выбираем численный метод решения. На
рис. 1 представлен интерфейс программной среды AnyDynamics для
разработки непрерывных моделей сложных динамических систем.

Рис. 1. Интерфейс программной среды AnyDynamics для
разработки непрерывных моделей
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Рис. 2. Влияние дефазировки на временную и фазовую диаграмму
динамической системы при значении поля ω0 = 75 и параметрах
среды ∆32 = 100 , ∆21 = −50 , ∆31 = ∆32/2 , ρ11 = 1 , γ32 = 0.05

Таким образом, как показывают расчеты (рис. 2) увеличение де-
фазировки состояний приводит к переходу динамической системы от
сложного хаотического колебания к периодическому аттрактору, пе-
реходящий в конечном счете к стационарному режиму.

Работа выполнена при поддержке вузовского гранта ЕГИСУ НИ-
ОКТР АААА-А19-119082900009-7 (2019-2021).
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В представленной работе изучены закономерности формирова-
ния суперионного состояния на примере изоморфно-замещенных
смешанных ионно-электронных проводников селенидов, сульфидов,
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теллуридов меди и серебра, что позволяет изучить механизм ион-
ного переноса в такого рода соединениях.

Ключевые слова: наноточки, зонная структуры, теллурид сереб-
ра, суперионный проводник.

LATTICE DYNAMICS OF SUPERIONIC CONDUCTORS
CU2SE AND AG2TE

Bikkulova N.N., Tsygankova L.V.
Sterlitamak branch of Bashkir State University, Sterlitamak, Russia;

bickulova@mail.ru

In the presented work, the regularities of the formation of the
superionic state are studied using the example of isomorphically
substituted mixed ion-electronic conductors of selenides, sulfides,
tellurides of copper and silver, which makes it possible to study the
mechanism of ion transfer in such compounds.

Key words: nanodots, band structures, silver telluride, superionic
conductor.

Суперионные проводники это твердые вещества, обладающие вы-
сокой ионной проводимостью при температурах далеких от точки
плавления. Их проводимость может достигать значений близких к
проводимости жидких электролитов или расплавленных солей. В та-
ком необычном состоянии, мобильность одного сорта ионов достигает
значений характерных для жидких сред, в то время как другой сорт
ионов образует кристаллическую решетку, с фиксированным положе-
нием ионов. Таким образом, суперионные проводники могут рассмат-
риваться как системы, являющиеся переходными от твердого тела к
жидкости. Уникальные макроскопические физико-химические свой-
ства этих веществ (которые изучены достаточно хорошо) делают эти
вещества очень важными с точки зрения их прикладного примене-
ния. В то же время ощущается явный недостаток результатов микро-
скопических исследований динамики и структуры кристаллической
решетки суперионных проводников, которые представляют огром-
ную важность в плане понимания явления ионной проводимости. С
точки зрения фундаментальной физики этот класс веществ представ-
ляет большой интерес, как объект изучения веществ с частичным
разупорядочением.

В настоящее время нет универсальной теории описывающей ме-
ханизм ионного переноса, но существуют различные теоретические
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подходы, которые возможно выделить в два предельных случая: 1)
Потенциальный барьер для мобильных ионов значительно превыша-
ет их тепловую энергию kT. В этом случае может быть применена
стандартная модель решеточного газа. Согласие экспериментальных
и теоретических значений ионной проводимости для широкого круга
представителей твердых электролитов, показывает, что этот подход
может рассматриваться как хорошая стартовая точка для описания
механизма ионного переноса.
2) Потенциальный барьер мал по сравнению с тепловой энергией
мобильных ионов. В этом случае подвижные ионы рассматривают-
ся как квазисвободные частицы, движущиеся в потенциальном поле
кристаллической решетки неподвижных ионов. Для описания явле-
ния ионного переноса применяются различные модели непрерывной
диффузии.

Модели решеточного газа имеют преимущество в описании ста-
тических свойств суперионных проводников и особенно полезны для
описания разупорядочения при фазовом переходе. При рассмотрении
динамических свойств суперионных проводников и явления ионного
переноса более полезными являются модели непрерывной диффузии.
Динамика кристаллической решетки суперионных проводников ха-
рактеризуется особенностями, которые обусловлены частичным разу-
порядочением в этих системах и высокой мобильностью части ионов,
в то время как другая часть образует жесткую кристаллическую ре-
шетку.

Пожалуй, самой яркой особенностью динамики кристаллической
решетки является аномалия в низкоэнергетической части спектра ко-
лебаний, т.е. присутствие низкоэнергетических мод колебаний. Пред-
полагается, что существует тесная корреляция между наличием НВ
(низкоэнергетического возбуждения) в спектре частот и явлением
ионного переноса, хотя природа мод НВ в суперионных проводни-
ках в настоящее время обсуждается. В некоторых работе рассмот-
рена объемная неупорядоченная система сильно связанных гармони-
ческих осцилляторов с непрерывным распределением силовых кон-
стант. Согласно этому подходу НВ являются характерной чертой
всех неупорядоченных систем, и наиболее выражены, когда эти си-
стемы нестабильны. Моды НВ наблюдались в большинстве супери-
онных проводников. Их поведение в разных системах различно и,
соответственно, предлагаются различные подходы для их объясне-
ния. Халькогениды меди и серебра Ме 2 −−δ Х (Ме = Cu, Ag; X =
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S, Se, Te) проявляют высокую ионную проводимость наряду с пре-
имущественной электронной проводимостью. Большое разнообразие
физических и физико-химических свойств, возможность управления
этими свойствами путем контролируемого изменения состава δ , про-
стота кристаллической структуры делают эти системы модельны-
ми при исследовании свойств широкого класса систем со смешанной
ионно-электронной проводимостью. Ионная проводимость в исследу-
емых соединениях осуществляется катионами и достигает величин
1-5 Ом −1 см −1 , что сравнимо с проводимостью в растворах жид-
ких электролитов. По электронным свойствам халькогениды меди и
серебра ведут себя как полупроводники.

В настоящее время не существует единой теории, объясняющей
явление перехода в суперионное состояние. Есть попытки объяснения
данного явления исходя из особенностей строения кристаллической
структуры, дефектной структуры, разупорядоченности и т.д. В ря-
де работ возникновение высокоподвижного состояния катионов свя-
зывается с особенностями строения зонной структуры, в частности
степенью гибридизации d-уровней металла и р-уровней халькогена.
Отсутствие системного подхода при рассмотрении высокой подвиж-
ности катионов с точки зрения электронной структуры и особенно-
стей химической связи, делает актуальными исследования в данной
области. Построение модели ионного переноса в суперионных провод-
никах на основе детального изучения динамики решетки, кристалли-
ческой структуры, электронной зонной структуры представляет ин-
терес как с точки зрения фундаментальной науки, так и с практиче-
ской точки зрения.

В представленной работе изучены закономерности формирования
суперионного состояния на примере изоморфно-замещенных смешан-
ных ионно-электронных проводников селенидов, сульфидов, теллури-
дов меди и серебра, что позволяет изучить механизм ионного пере-
носа в такого рода соединениях.

Проведены систематические теоретические расчеты динамики ре-
шетки, зонной структуры, кристаллической структуры в суперион-
ном состоянии и проведено сопоставление полученных данных с экс-
периментальными данными, полученными ранее и измеренными в
зависимости от температуры. Изучена динамика решетки в супери-
онном и несуперионном состояниях при различных температурах для
сульфидов, селенидов и теллуридов меди и серебра и их твердых
растворов. Полученные спектры неупругого рассеяния нейтронов и
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плотности фононных состояний для суперионной фазы селенида ме-
ди были сопоставлены с теоретическими расчетными данными. Ком-
пьютерное моделирование фононного спектра и зонной структуры
данных соединений сопоставлено с экспериментально полученными
данными, что позволяет провести сравнительный анализ свойств и
оценить влияние природы анионной и катионной подсистемы на воз-
никновение суперионного состояния.

На основе анализа литературных и полученных в данной рабо-
те экспериментальных результатов предложен физический механизм
ионного переноса в смешанных ионно-электронных проводниках. На
основе полученных данных выработаны критерии поиска материа-
лов с заданными свойствами и проверена гипотеза о взаимосвязи ди-
намики решетки и зонной структуры в формировании структурно
разупорядоченных соединений.

Использование метода неупругого рассеяния медленных нейтро-
нов, для изучения динамики решетки суперионных проводников, от-
крывает новые возможности комплексного исследования условий,
способствующих образованию суперионного состояния и определения
характера связей между различными элементами решетки. Данный
метод позволяет получить экспериментальные данные о структуре,
динамике ионной решетки, механизме проводимости.

Эксперименты проводились на двойном времяпролетном спектро-
метре прямой геометрии ДИН-2ПИ, который расположен на одном
из нейтронных пучков импульсного быстрого реактора ИБР-2 в Ла-
боратории Нейтронной Физики им. И.М. Франка ОИЯИ, (г. Дубна).

Порошкообразные образцы весом около 65 грамм, при комнат-
ной температуре, помещались в контейнеры из алюминиевой фольги
размером 3× 70× 110 мм 3 . Образцы устанавливались в геометрии
на отражение с углом 60 0 к пучку падающих нейтронов.

Анализируя полученные спектры неупругого рассеяния нейтро-
нов, можно сказать, что зависимость спектров от угла рассеяния, в
каждой группе детекторов 2 θ 1 и 2 θ 2 незначительна.

Спектры суммировались по пяти углам рассеяния для каждой
группы детекторов, с целью улучшения статистической точности.
Пики, наблюдаемые для углов рассеяния 2 θ 1 в спектрах Cu 2 Se
и Cu 1.75 Se при ε ≈ 3-4мэВ согласуется с данными приведенными в
работах Сакумы [1, 2] в которой низкочастотные моды связывались
с локализованными бездисперсионными колебаниями меди. Интен-
сивность этих пиков значительно выше рассеяния от акустических и
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оптических мод.

Рис. 1. Динамический структурный фактор для Сu 2 Se и Сu 1.75 Se
при комнатной температуре.

Обобщенная плотность фононных состояний для несуперионной
фазы Сu 2 Se представлена на рисунке 2. Низкочастотная часть спек-
тра в основном сохраняет свой вид, её можно связать с колебаниями
в подвижной подсистеме катионов меди. В высокочастотной части
спектра – 20-30 мэВ, наблюдаются некоторые изменения.

Рис. 2. Плотность фононных состояний в низкотемпературной (Т =
20 ◦ С) и высокотемпературной (Т = 200 ◦ С) фазах. Спектры G( ω )
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нормированы на единицу по площади в интервале энергий 0 – 30
мэВ.

Из теоретически рассчитанных и экспериментально полученных
кривых дисперсии фононов Cu 2 Se можно видеть[3], что низкоэнер-
гетические акустические ветви в фононном спектре соответствуют
энергии ≈ 5 мэВ, что несколько отличается от экспериментальных
данных 3.5 – 4мэВ.

Рис. 3. Кривые дисперсии фононов в Cu 2 Se.

Плотность фононных состояний в Cu 2− x Se при α - β перехо-
де меняется незначительно. Низкочастотная часть спектра, которую
можно связать с колебаниями в подвижной подсистеме катионов ме-
ди в основном сохраняет свой вид. Наблюдаются некоторые измене-
ния в высокочастотной части спектра – 20-30 мэВ.

В спектрах S(ω) наблюдаются низкоэнергетические пики с энер-
гией в области 4-5 мэВ. Мягкие моды в данных соединениях имеют
акустическую природу, что подтверждается и исследованиями фо-
нонного спектра данных образцов, хотя в ряде работ они считаются
бездисперсионными.

Плотность фононных состояний G( ω ) G( ω ) характеризуется вы-
раженными максимумами при комнатной температуре с энергией 6,5
мэВ и 10 мэВ. Исчезновение этих максимумов наблюдается при пере-
ходе к высокотемпературным фазам, характеризующимся структур-
ной разупорядоченностью катионов.
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Рис. 4. Корреляция между величиной низкоэнергетической моды и
величиной ионной проводимости для халькогенидов меди и серебра.

Наблюдается явная корреляция между величиной низкоэнергети-
ческой мягкой моды и ионной проводимостью (рис. 4). Однако сама
величина ионной проводимости также зависит от состояния жесткой
подрешетки, внутри которой осуществляется ионный перенос. Более
тяжелый и устойчивый остов не способствует увеличению величины
ионной проводимости.

Установлено, что величина низкоэнергетической моды коррели-
рует с величиной ионной проводимости и определяется электронным
строением, соотношением масс подвижного катиона и аниона, поля-
ризуемостью и степенью ионности их связи. Знание данных законо-
мерностей позволит с помощью модельных экспериментов предска-
зывать суперионные свойства в новых соединениях и синтезировать
суперионные проводники с заданными физико-химическими свой-
ствами.

В настоящее время одной из актуальных задач физики конденси-
рованного состояния является исследование механизмов суперионной
проводимости. Кристаллические суперионные соединения, обладаю-
щие высокой ионной проводимостью в твердом состоянии, содержат
два типа ионов: одни из них подвижны и непосредственно обеспечи-
вают ионную проводимость, а другие сохраняют свое регулярное по-
ложение в кристалле. В халькогенидах меди и серебра значительная
ионная проводимость проявляется на фоне сопутствующей электрон-
ной проводимости.
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Для описания кристаллического суперионного состояния удобно
воспользоваться моделью двухатомной цепочки. Так как отличитель-
ной особенностью супериоников является наличие подвижных ионов,
традиционные двухатомные модели требуют модификации. Впервые
линейная цепочка с чередующимися подвижными и неподвижными
ионами была предложена К. Вакамурой для описания галогенидов
– твердотельных бинарных суперионных проводников, обладающих
чисто ионной проводимостью. Однако, модель применима только для
супериоников со структурой MeCh (Me – атом металла, Ch – атом
халькогена), и для описания соединений Me x Ch y требуется более
сложная цепочка.

Далее получение динамических уравнений и расчет констант вза-
имодействия ионов в кристаллах супериоников со структурой Me 2 Ch
(халькогенидов меди и серебра) на основе модифицированной двух-
атомной модели. Предложенная простая модель позволяет устано-
вить взаимосвязь возникновения суперионной проводимости с физи-
ческими свойствами ионов, входящих в кристаллическую решетку,
что является важным для понимания природы суперионной прово-
димости.

Рассмотрена одномерная двухатомная цепочка, где чередуются
два последовательно соединенных атома металла с одним атомом
халькогена. Учтем действие на каждый ион цепочки упругих сил
со стороны только двух соседних ионов. Влиянием более отдален-
ных элементов цепочки пренебрегаем. Полагаем также, что ионы в
цепочке испытывают лишь продольные смещения от положения рав-
новесия.

Введем следующие обозначения: g – константа взаимодействия,
описывающая связь атомного ядра и электронной оболочки в поля-
ризуемом ионе; f – силовая константа, описывающая связь электрон-
ной оболочки поляризуемого иона и соседнего жесткого иона; m s –
масса электронной оболочки поляризуемого иона; m 1 – масса ядра
поляризованного иона; m 2 – масса жесткого иона; u n – смещение
ядра n-го поляризованного иона; V n – смещение электронной обо-
лочки n-го поляризованного иона; W n – смещение n-го жесткого
иона, находящегося в цепочке справа от поляризованного иона; Z n

– смещение n-го жесткого иона, находящегося в цепочке слева от по-
ляризованного иона.
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Тогда уравнения движения атомов цепочки имеют вид:

m1ün = −g · (un − Vn) , (1)

msV̈n = −g · (Vn − un)− f · [(Vn −Wn+1)− (Zn − Vn)] =

−g · (Vn − un)− f · [2Vn −Wn+1 − Zn] , (2)

m2Ẅn = −f · (Wn − Vn−1)− F · (Wn − Zn) , (3)

m2Z̈n = −f · (Zn − Vn)− F · (Zn −Wn) . (4)

Решения этой системы дает уравнение, определяющее зависи-
мость ω ( k ):

m1m
2
2

2f · f∗
· ω6 +

[(
1

g
−
(

1− F

f

)
· 1

f∗

)
m1 −

m2

f

]
·m2 · ω4+

+

[
1

2

(
1 + 2

F

f

)
(m1 + 2m2) + 2m1

F

g
sin2 (ka/2)

]
· ω2−

−2F sin2 (ka/2) = 0, (5)

здесь 1/f∗ = 1/f + 2/g .
Решение для акустической ветви, полученное по формуле Карда-

но [4], на краю основной зоны Бриллюэна имеет вид:

ω2
A

(π
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g

m1

[
2
√
δ cos

(
$

3
+

2π

3

)
−(

2ff∗

3g2

m1
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− 2f

3g
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+

2F
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m1

m2
− 2f∗

3g
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. (6)

Здесь обозначено:
δ = −

(
m2

1 · p
) / (

3g2
)
,

Φ = arctg
[√
−(q2/4 + p3/27)/(−q/2)

]
+ π,

q = (2B3 − 9ABC + 27A2D)/(27A3).

Экспериментальные значения для ωA(π/a) были взяты из [6 – 11].
Тогда из выражения (6) можно найти силовую константу g , а затем
для принятых нами соотношений силовых констант f/g и F/g полу-
чить также оценки f и F . Мы оценили таким способом значения си-
ловых констант g и f для халькогенидов меди и серебра, имеющих
суперионные свойства, и полупроводников Cu 2 O и Ag 2 O. Отметим,
что во всех случаях экспериментальные измерения для супериоников
проводились в несуперионной фазе.
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Рис. 5. Зависимость констант взаимодействия F и ( f + g ) для
халькогенидов меди и серебра, обладающих суперионными

свойствами, и не имеющих суперионных свойств (Cu 2 O и Ag 2 O).

Расчеты показали, что константы взаимодействия f и F чувстви-
тельны к изменению g. На графике зависимости F от (f+g) (рис. 1),
видно линейное возрастание величины F при увеличении (f+g), в то
время как соединения Cu 2 O и Ag 2 O, не обладающие суперионными
свойствами, лежат существенно выше вне прямой.

Рис. 6. Зависимость ионной проводимости [5] халькогенидов меди и
серебра от силовой константы f .

Из рис. 6, дающего зависимость ионной проводимости халькоге-
нидов меди и серебра [5] от константы взаимодействия f, видно, что
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уменьшение численного значения f ведет к росту ионной проводимо-
сти.

Расчеты показывают, что суперионникам уже в несуперионной
фазе соответствуют силовые константы g, F и f, меньшие по вели-
чине, чем у соединений, не обладающих суперионными свойствами.
Этот результат объясняется значительной поляризацией ионов халь-
когена, благодаря специфической электронной структуре вблизи зон-
ной щели в супериониках. Это значит, что амплитуды колебаний ка-
тионов в супериониках больше, чем в несупериониках. То есть, в
супериониках уже в несуперионной фазе присутствует относитель-
но сильный ангармонизм колебаний решетки, который значительно
усиливается при переходе в суперионное состояние. Это приводит к
появлению дополнительных минимумов потенциальной энергии , что
облегчает ионный транспорт.

Таким образом, при наличии экспериментальных дисперсионных
кривых, представленная модель позволяет теоретически предсказать
для какого-либо соединения, находящегося в несуперионной фазе,
возможность его перехода в суперионное состояние.

Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в
рамках научного проекта № 18-302-00675
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Предложена гидродинамическая модель смешения эмульсии ти-
па «минерализованные частицы в нефти» с капельной промывной
водой по инерционному механизму. Составлена система дифферен-
циальных уравнений, описывающая лобовое движение минерализо-
ванных частиц при потенциальном обтекании капель промывной
воды в нефти. Введен характерный объем нефти, очищаемый одной
каплей промывной воды. Расчеты по модели согласуются с промыс-
ловыми данными по порядку величин.
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is proposed. A system of differential equations has been compiled that
describes the frontal motion of mineralized particles with a potential flow
around rinsing water droplets in oil. Introduced a characteristic volume
of oil, purified with one drop of wash water. Model calculations are in
order of magnitude with field data.

Key words:desalting technology, droplet movement, engagement.

Большинство месторождений России находится на поздней ста-
дии разработки, поэтому добываемая из них нефть низкого качества с
большим содержанием пластовой воды, в состав которой входят соли,
кислоты, асфальто-смолистые вещества, различные примеси. После
предварительного отстаивания такой нефти, количество пластовой
воды снижается примерно до 1%, содержание солей в этой пластовой
воде может достигать 2 г/л. Для очистки такой эмульсии типа "вода в
нефти"предлагается формировать встречно-направленное движение
к ней очищенной промывной воды, подаваемой в зону смешения мето-
дом дождевания [1, 2]. Опираясь на данные опытно-промышленных
испытаний таких устройств смешения показано, что в данных устрой-
ствах реализуется инерционный механизм зацепления крупными кап-
лями промывочной воды минерализованных частиц, находящихся в
пластовой воде в эмульгированном состоянии с нефтью [3].

Задача о зацеплении минерализованных частиц крупными капля-
ми воды сводится к расчету траекторий движения минерализованных
частиц в потоке нефти в зависимости от их начального положения
при обтекании крупной капли промывочной воды[4 – 5].

Уравнения движения крупной капли воды (1) и минерализован-
ных частиц (2), а также траекторий частиц нефти (3) следующие [6
– 7]:

mw
dvw

dt
= −ξπR2 ρ0

2
v2

w −
Vw

2
ρ0
dvw

dt
,
dlw
dt

= vw (1)

где mw = Vwρw, Vw =
4

3
πR3, ξ =

12

Re
(1 + 0, 0811Re0,879), Re =

2ρ0Rvw/µ0, lw — перемещение крупной капли воды в потоке нефти;

ms
dv̄s
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= −Vs∇̄p+ 6πµ0a(v̄0 − v̄s) +
Vsρ0

2

(
dv̄0

dt
− dv̄s

dt

)
−ms

dvw

dt
, (2)

где Vs = 4
3πa

3,ms = Vsρw,

dv̄0

dt
=
∂v̄0

∂t
+ v̄ox

∂v̄0

∂x
+ v̄oy

∂v̄0

∂y
,
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dr̄s
dt

= v̄s, v̄s = vsxī+ vsy j̄, r̄s = xsī+ ysj̄.

dx0

dt
= vox,

dy0

dt
= voy (3)

где vox = −vw

(
1 +

R3

2r2
(1− 3 sin2 θ)

)
, voy =

3

2
vw
R3

r3
cos θ sin θ ,ось Ох

совпадает с направлением движения крупной капли. Поле давления
вокруг крупной капли воды определяется на основе интеграла Коши
- Лагранжа [8]:

∂φ0

∂t
+

(∇φ0)2

2
+

p

ρ0
+
∂vw

∂t
x = 0

где φ0 = −vw cos θ

(
r +

R3

2r2

)
, vw —определяется из (1).

Начальные условия (t = 0) для уравнения (2) совместно с урав-
нением (3) запишутся в виде:

vw = vw(0), lw = 0, xs = x(0), ys = y(0),

vsx = vox(0, x(0), y(0)), vsy = voy(0, x(0), y(0))

Результаты расчетов по теоретической модели показали, что уве-
личение дисперсности капель промывочной воды в зону смешения с
эмульсией "вода в нефти"по порядку величин в десять раз приводит
к снижению расхода промывочной воды примерно во столько же раз.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного
фонда № 21-11-00207, https://rscf.ru/project/21-11-00207/.
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Рассматривается система уравнения в частных производных,
описывающая диффузию углерода и других примесей в кремниевую
подложку в электрическом поле. Система может иметь толь-
ко численное решение и описывает процесс, проходящий в реакторе
газо-фазного осаждения, применяемого для получения карбида крем-
ния SiC. Решение дает возможность предсказать глубину залега-
ния p-n-перехода, исходя из распределения электрического поля в ма-
териале, а также руководствуясь зависимостью числа носителей
зарядов от толщины роста пленки.

Ключевые слова: дифференциальные уравнения, численные мето-
ды, математическое моделирование.
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SIC*/Si PHASE GROWTH EQUATIONS IN A CVD
REACTOR
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The authors consider systems of partial differential equations that
describe the diffusion of silicon and other dopant impurity into silicon in
the presence of an electric field. This system can only have a numerical
solution and describes the process taking place in a gas phase chemical
vapor deposition for silicon carbide manufacturing. The solution makes it
possible to predict the depth of p-n-junction position based on the electric
field and charges distribution in the material.

Key words: differential equations, numerical methods, mathematical
modeling.

Получение карбида кремния SiC с помощью технологии газо-
фазного разложения из паровой фазы углерод-содержащих соеди-
нений давно известно и имеет множество модификаций и режимов.
Использование такой технологии приводит к удешевлению производ-
ства SiC. Задача, рассматриваемая в данной работе, имеет целью сво-
ей описать математически одну из таких технологий получения SiC
[1]. Рассматриваемая технология эндотаксии SiC уникальна и реали-
зуется на специально собранном для нее CVD-реакторе. В настоя-
щий момент актуально математически объяснить процессы, проис-
ходящие в нем с подложками кремния при заданных температурных
режимах.

Так как эндотаксия подразумевает под собой проникновение од-
ной фазы в другую, то разумно описывать данный процесс уравне-
ниями диффузии [2, 3]. В работе рассматривается частный случай
диффузии углерода и фосфора из неограниченного источника с по-
верхности пленки, а также диффузии встречного потока фосфора
из подложки кремния, как ограниченного источника, с учетом вли-
яния внутреннего электрического поля. Фосфор может может иметь
различную валентность, что уже приведет к созданию p-n-перехода.
Последний формируется одновременно с ростом фазы SiC на под-
ложке кремния Si. Таким образом, система уравнений содержит три
уравнения (два - для фосфора разной валентности, одно - для угле-
рода), связывающих изменение концентрации примесей во времени
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с изменением электрического потенциала. Дополнительно в системе
присутствую уравнения для концентрации электронов и дырок полу-
проводника. А также уравнение Пуассона для электрического потен-
циала, порожденного имеющимися зарядами.

Система дифференциальных уравнений в частных производных,
описывающих процесс эндотаксии в CVD-реакторе, решается числен-
но. В результате решения восстанавливаются, в частности, зависи-
мости концентрации зарядов от глубины подложки и распределение
электрического поля в материале, что позволяет узнать глубину за-
легания p-n-перехода.

Необходимые коэффициенты в уравнении - коэффициенты диф-
фузии и подвижности зарядов - разные для молекул C-12 и C-14, что
представляет дальнейший интерес для исследования, т.к. описывае-
мая технология эндотаксии применяется для создания уникального
бета-преобразователя на С-14.
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССОВ
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Решена задача о разрушении монолита газогидрата в воде, в
котором газовое включение имеет сферическую и цилиндрическую
форму, а также когда основная часть стенок включения представ-
ляет параллельные между собой полости. Получены распределения
для основных параметров (давления и газосодержания) в полости
гидрата. Установлена динамика движения границы фазовых пере-
ходов, сопровождаемых разложением газогидрата. Описаны тем-
пературные поля вблизи полости заполненной продуктами разло-
жения газогидрата. Полученные результаты позволяют объяснить
различный характер разрушения монолита газогидрата, который
наблюдался в экспериментах на озере Байкал при его всплытии в
воде.

Ключевые слова: фазовый переход, сферическая полость, моно-
лит гидрата.

MATHEMATICAL MODELING OF THE DESTROYING
PROCESSES OF A HYDRATE MONOLITH

Davletshina M.R., Stolpovsky M.V., Chiglintseva A.S.
Ufa State Petroleum Technical University, Ufa, Russia ;

davletshina@yandex.ru

The paper presents a mathematical model of the destruction of a
spherical hydrate monolith. It is assumed that there is a spherical cavity
inside the hydrate particle, initially containing only methane. Since the
conditions on the surface of the particle correspond to the conditions of
the free existence of gas and water, the gas hydrate begins to decompose.
On the basis of the obtained system consisting of the mass and heat
conservation equations, the temperature distributions in the "cavity - gas
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hydrate"system are obtained, and the influence of the initial temperature
of the system and the temperature in the cavity on the dynamics of hydrate
decomposition is analyzed.

Key words: phase transition, spherical cavity, hydrate monolith.

Введение. Представляется, что картина разрушения гидратов
при подъеме в воде происходит, благодаря наличию микропузырьков
– зародышей [1, 2]. Можно предположить, что природные монолиты
газогидрата метана также содержит множество газовых включений
в виде мелких сферических или цилиндрических пузырьков, а так-
же в виде замкнутых трещин. При снижении давления в жидкой
или газовой среде окружающей монолит газогидрата ниже значения
равновесного давления, соответствующей его исходной температуре
основная масса газогидрата переходит в метастабильное состояние,
поскольку в процессе подъема гидратного монолита в воде при опре-
деленной глубине начнется разрушение (раздробление) монолита.

Таким образом, если в результате разрушений вблизи газосодер-
жащих замкнутых включений давление станет ниже равновесного
значения для исходной температуры монолита гидрата, то начнется
разложение гидрата с выделением газа и это обстоятельство, главным
образом, будет способствовать дальнейшей интенсификации процес-
са распада твердого гидрата. Данная проблема на сегодняшний день
недостаточно исследована, в литературных источниках отсутствуют
описания подобных процессов.

Постановка задачи и основные уравнения. Для описания
температурных полей вблизи полостей заполненные продуктами раз-
ложения гидрата запишем уравнение теплопроводности в виде

ρ0
hch

∂Th
∂t

=
λh
rn

∂

∂r

(
rn
∂Th
∂r

)
, (a < r <∞) .

Здесь n=0,1 и 2 показатель степени соответствующий для распреде-
ления вокруг включений с плоскопараллельными плоскостями, ци-
линдрической и сферической поверхностью; a – полуширина между
плоскими поверхностями (в случае включений в виде трещин) и ра-
диусы когда полость представляет собой цилиндрический и сфериче-
ский объемы.

Граничные условия для уравнения теплопроводности примем в
виде Th = Ts (p) , r = a и Th = T0 , r =∞ .
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Условие баланса тепла на поверхности включений (r = a) запи-
шем как

ρ0
hlhȧ = λh

(
∂Th
∂r

)
r=a

,

(
ȧ =

da

dt

)
.

В этом уравнении затратами тепла на изменение температуры газо-
водяной смеси в полости пренебрегается.

Запишем также уравнение сохранения массы для продуктов раз-
ложения гидрата для трех случаев

dm

dt
= ρ0

hȧ (m = ρa, n = 0) ,
dm

dt
= 2πρ0

haȧ
(
m = πa2ρ, n = 1

)
,

dm

dt
= 4πρ0

ha
2ȧ

(
m =

4

3
πa3ρ, n = 2

)
.

Здесь параметр m для n = 1, 2 и 2 соответствуют массе смеси отне-
сенная к единице площади поверхности трещины, к единице длины
цилиндрического включения, а также всей поверхности сферического
включения; ρ – средняя плотность газожидкостной смеси, которую
можно записать как [3]

ρ = ρ0
gα+ ρ0

l (1− α) ,

где ρ0
i (i = g, l) истинные плотности газа и воды; α – объемная кон-

центрация газа. Если в исходном состоянии (t ≤ 0) внутри полости
находится только один газ, то α будет переменной величиной. Поэто-
му для получения замкнутой системы уравнений добавим уравнения
для изменения массы воды в полости

dml
dt = ρ0

h (1−G) ȧ
(
ml = ρ0

l (1− α) a, n = 0
)
,

dml
dt = 2πρ0

h (1−G) aȧ
(
ml = πa2ρ0

l (1− α) , n = 1
)
,

dml
dt = 4πρ0

h (1−G) a2ȧ
(
ml = 4

3πa
3ρ0
l (1− α) , n = 2

)
.

Здесь G массовое содержание газа в составе гидрата (для гидрата
метана G = 0.12 ).

Уравнения состояния для газа, воды и гидрата примут вид [4, 5]

p = ρ0
gRgT, T = Ts (p) , , ρ0

l , ρ
0
h = const.

В качестве начальных условий (t ≤ 0) примем

a = a0, p = p0, α = 1, T = T0 (a0 < r <∞) .
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Для зависимости равновесной температуры Ts (p) от давления
примем выражение [4-6]

Ts (p) = T0 + T∗ ln (p/p0) ,

где T∗ – эмпирический параметр, который зависит от вида газогид-
рата и от рассматриваемых диапазонов температур и давлений [4,
5].

Результаты численных расчетов. Рассмотрен случай для сфе-
рической и осесимметричной полости.

Параметры: a0 = 0.01 м, радиус монолита 0.1 м,
Начальная температура T0 = 274 К, температура в полости T =

279.047 K соответствует равновесной температуре при давлении в
полости p = 5 МПа.

На рис. 1 представлены зависимости объемной концентрации га-
за и радиуса полости от времени при различных значениях исходной
температуры. Как следует из рисунка, с ростом исходной температу-
ры интенсивность образования полости уменьшается. Это обусловле-
но тем, что интенсивность разложения гидрата, лимитируемая под-
водом тепла к границе «полость – газогидрат», с ростом температуры
T0 уменьшается. Поэтому, вследствие интенсивного разложения гид-
рата, при более низких значениях T0 объемная концентрация газа в
полости уменьшается быстрее.

Рис. 1. Зависимость объемной концентрации газа (а) и радиуса
полости (b) от времени при T0 = 274 К (1) и 276 К (2).

На рис. 2 представлены зависимости объемной концентрации газа
и радиуса полости от времени при различных значениях температу-
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ры полостипри T0 = 274 К. На фрагменте а) температура полости
полагалась равной Ts = 276.3 К (соответствует давлению 3.8 МПа);
на фрагменте б) – Ts = 276.8 К (соответствует давлению 4 МПа).
Как следует из рисунка с уменьшением температуры полости (что со-
ответствует уменьшению давления) интенсивность разложения гид-
рататакже уменьшается. Это объясняется тем, что с уменьшением
температуры полости уменьшается и поток тепла направленный на
разложение гидрата. Как следствие при более высоких значениях Ts
объемная концентрация газа в полости уменьшается быстрее.

Рис. 2. Зависимость объемной концентрации газа (а) и радиуса
полости (b) от времени при Ts = 276.3 К (1) и 276.8 К (2).

Заключение. Построена математическая модель процесса разло-
жения газогидрата в воде, в котором газовое включение имеет сфе-
рическую и цилиндрическую форму. Полученные результаты позво-
ляют объяснить внезапное разрушение монолита газогидрата при его
подъеме в воде на частицы различного размера.

Работа поддержана грантом президента Российской Федерации
для государственной поддержки молодых российских ученых – док-
торов наук (Конкурс – МД-2020) № МД-2179.2020.1.
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Известно, что движение флюидов имеющие различные компонен-
ты в пористых средах связано с решением квазилинейных параболи-
ческих уравнений в частных производных второго порядке, модели-
рующих эти движения. Предположим далее, что область D занята
флюидом имеющие аномальные характеристики. А Ω− область, ко-
торая содержит флюид с обычными характеристиками. Область D
оказывается как бы "плавающей"на Ω причем ее границы имеют
большую протяженность по сравнению с размерами области D .

c© Каюмов Ш., Мустапокулов Х.Я., Каюмов А.Б., 2021
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Математически эту задача можно сформулировать следующим
образом.

Требуется определить функцию U(x, y, z, t), V (x, y, z, t) и по-
движную границу h(x, y, z, t) из системы дифференциальных
уравнений в виде [1]:

3∑
i=1

∂

∂xi

(K∗(x, U)

µ2(U)
Φ
( |∇U |

β

) ∂U
∂xi

)
=

= M1(x, U)
∂

∂t

(m(U)

z(U)
U
)

+ F (x, t), x ∈ Dr, t > 0, |∇U | > β (1)

3∑
i=1

∂

∂xi

(K∗(x, U)

µ2(U)
Φ
( |∇U |

β

) ∂U
∂xi

)
=

= M2(x, U)
∂

∂t

(m(U)

z(U)
U
)
, x ∈ D, t > 0, |∇U | < β (2)

3∑
i=1

∂

∂xi

( K(x, V )

µb(V )z(V )

∂V

∂xi

)
= M(x, V )σ1

∂

∂t

(
m(V )V

)
, x ∈ Ω, t > 0,

(3)

с начальными

U(x, 0) = V (x, 0) = ϕ0(x), x ∈ Ω ∪D, (4)

с условиями на Γr(x, t)

|∇U |x∈Γr−0
= |∇U |x∈Γr+0

= βG, (5)

U(x, t)|x∈Γr−0 = U(x, t)|x∈Γr+0 , (6)

и граничными условиями

∂U

∂n1

∣∣∣
Γ1

= ϕ1,
∂V

∂n2

∣∣∣
Γ2

= ϕ2,
∂V

∂n3

∣∣∣
x3=H1

= ϕ3,
∂V

∂n3

∣∣∣
x3=H

= 0, (7)

а также с условиями на контакте области Ω и D :

U(x, t)
∣∣∣
x3=h

= V (x, t)
∣∣∣
x3=h+

,
K

µb

∂U

∂n

∣∣∣
x3=h−

=
K

µb

∂ν

∂n

∣∣∣
x3=h+

. (8)
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mσ
dh

dt
= −K

µb

∂ν

∂n

∣∣∣
x3=h−

, h(x, 0) = ω0, (9)

где x = (x1, x2, x3), z = x3, D = D +
n∑
r=1

Dr,

Dr =
{

(x, t) : Γr(x, t) > 0
}
,

D =
{

(x) : h(x, t) ≤ Γ1(x), Γr(x, t) < 0
}
,

Ω =
{

(x) : H(x) ≤ x3 ≤ h(x, t)
}
.

Φ( |OU |β ) =

{ 1− βGµ0

|OU |
, |OU | > β,

OU

β +
√
β + OU2

, |OU | < β.
(10)

Критерием точности решения задачи (1)-(6) является сравнение
значений динамического изменения поля давлений с параметрами из
истории разработки реальных месторождений. Задача сравнения рас-
четных значений поля давления с реально измеренными данными
забойных давлений на скважинах приводится к задаче минимизации
функционала

J(k,m) =

∫ T

0

∫∫∫
Ω0

ε(uras − ufak)2dσdt. (11)

Функционал J можетиметь минимум, если коэффициенты
задачи(1)-(6), отражаютсостояния пласта, в которых проведено из-
мерение фактических давлений.

Задачи (1)-(11)относятся к сложным нелинейным краевым зада-
чам математической физики. Построение точных решений этих задач
невозможно и следовательно, необходимо построить приближенное
решение, состоящее из следующих этапов:

-Выбор видов разностной решетки, учитывающий геометрию ис-
ходной области;

-Применение процедуры дискретизации дифференциальной зада-
чи и сведение их к системе алгебраических уравнений;

-Выбор подходящего прямого или итерационного метода решения
системы алгебраических уравнений.
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Проиллюстрируем применение процедуры дискретизации на при-
мере задачи (1)-(9) а остальная будет изложена в описательном виде.

Построим решетки ω , элементы которого - параллелепипеды [2-
5]:

ω = {(x1, x2, x3) : x1 =
∑N1

i=1 ∆xi, x2 =
∑N2

j=1 ∆yj ,x3 =
∑N3

k=1 ∆zk,

∆Si = 1
2 (∆Si+ 1

2
+ ∆Si− 1

2
),∆Si+ 1

2
= Si+1 − Si,∆Si− 1

2
= Si − Si−1}.

В результате к дифференциальным уравнениям (1), (2), (3) соот-
ветствует конечно-разностные уравнения (для изящности изложения
эти уравнения запишем только к (1) и (3) а для (2) она аналогично
к (1), без f ).

1

∆xi
[ai+ 1

2

Ui+1 − Ui
∆xi+ 1

2

+ ai− 1
2

Ui−1 − Ui
∆xi− 1

2

]jk+

+
1

∆yj
[aj+ 1

2

Uj+1 − Uj
∆yj+ 1

2

+ aj− 1
2

Uj−1 − Uj
∆yj− 1

2

]jk+

+
1

∆zk
[ak+ 1

2

Uk+1 − Uk
∆zk+ 1

2

+ ak− 1
2

Uk−1 − Uk
∆zk− 1

2

]ij = αijk
dU

dt
+ fijk, (12)

1

∆xi
[āi+ 1

2

Vi+1 − Vi
∆xi+ 1

2

+ āi− 1
2

Vi−1 − Vi
∆xi+ 1

2

]jk +
1

∆yi
[āj+ 1

2

Vj+1 − Vj
∆yj+ 1

2

+

+āj− 1
2

Vj−1 − Vj
∆yj− 1

2

]ik+
1

∆zk
[āk+ 1

2

Vk+1 − Vk
∆zk+ 1

2

+āk− 1
2

Vk−1 − Vk
∆zk− 1

2

]ij = αijk
dV

dt
,

(12′)
Здесь

ar+ 1
2

= ((K0)r+ 1
2
ξ(u)r+ 1

2
), αijk =

= (M0)ijkηijk(ū), ξ(u)r+ 1
2

= Φ(
|OU |
β

)
1

µ2(U)
,

ᾱr+ 1
2

= (K0)r+ 1
2
(ξ1(v̄))r+ 1

2
, ᾱijk = (M0)ijkηijk(v̄).r = i, j, k.

Уравнения (12), (12)’ после раскрытия выражений в скобках и
группировки по индексам, записывается так:

Suk−1+Gui−1+Qui−1+ϕu+Rui+1+Φuj+1+Zuk+1 = α
du

dt
+α1; (13)

Материалы Международной конференции. Сентябрь, 2021 г.



МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ И ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ АЛГОРИТМЫ. . . 167

S̄vk−1 + Ḡvi−1 + Q̄vj−1 + ϕ̄V + R̄vi+1 + Φ̄vj+1 + Z̄vk+1 = ᾱ
dV

dt
+ ᾱ1;

(13)′

где нижние индексы i, j, k опущены.
Отметим, что уравнения (13), (13)’ можно выписать для каждого

из узлов сетки, причем вновь полученные уравнения записываются в
матричной форме:

C
du

dt
= A(t)u+ g(t). (14)

C̄
dV

dt
= Ā(t)V + Ḡ(t) (14)′

C целью упрощения задачи будем считать, что матрица С в ин-
тервале (tn, tn+1) изменяются мало и его можно принять в качестве
констант. Далее, для дискретизации по времени интегрируем (14),
(14)’ от tn до tn+1 , используя аппроксимации:∫ tn+1

tn

ϕdt ≈ [ϕ(tn+1) + (1− θ)ϕ(tn)](tn+1 − tn).

При этом получим:

[
C

∆tn+1
− θA(tn+1)]Un+1 =

= [
C

∆tn+1
+ (1− θ)A(tn)]Un + [θg(tn+1) + (1− θ)g(tn)], (15)

[
C̄

∆tn+1
− θĀ(tn+1)]Vn+1 =

= [
C̄

∆tn+1
+ (1− θ)Ā(tn)]Vn + [θḡ(tn+1) + (1− θ)ḡ(tn)], (15)′

где θ− весовой коэффициент интегрирования. Если θ = 1 , то по-
лучим метод конечных разностей с интерполированием назад, а при
θ = 1/2− метод центральных разностей (метод Кранка - Николсона).
Последние уравнения нетрудно записать в виде

¯̄AUn+1 = bn+1, (16)

˜̃AVn+1 =
˜̃
bn+1, (16)′
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где bn+1,
˜̃
bn+1− известный вектор, определяемые правой частью (15),

(15)’.
В разностном уравнение (16), (16)’ произвольный внутренний узел

содержит 7 неизвестных, поэтому у матриц ¯̄A, ˜̃A соответственно,
имеется семь диагоналей.

В случае, когда система линейных алгебраических уравнений ви-
да (12) ((12)’) записана в матричномвиде (16), (16)’ подразумевается,
что существует соответствие между упорядочением уравнений и упо-
рядочением неизвестных.

Для данного случая узлы сетки i, j, k порядочны так, что сначала
совершается обход по i(i = 1, 2, 3, ..., I) , а затем, по j(j = 1, 2, 3, ..., J)
и, наконец, по k(k = 1, 2, 3, ...,K).

Элементы вектора Uдля данногоупорядочения следующие:

U = U111, U211, . . . , U121, U221, . . . , U1jk, UIJK .

Уравнения (16), (16)’ решаются прямыми, либо итерационными
методами.

Для решения этого матричного уравнения применим строго неяв-
ный метод (СНМ). Алгоритмы данного метода приведем на примере
уравнение (16)

( ¯̄A(s) +N)U
(s+1)
n+1 = ( ¯̄A

(s)
+N)U

(s)
n+1 − ( ¯̄AU

(s)
n+1 − bn+1),

и обозначив R(s) = A(s)U
(s)
n+1 − bn+1 и δ

(s+1)
n+1 = U

(s+1)
n+1 − U

(s)
n+1,

получим A(s) +N)δ
(s+1)
n+1 = −R(s) или L V̄ δ(s+1)

n+1 = −R(s) где L и V̄−
нижние и верхние треугольные матрицы, имеющие лишь по четыре
неизвестных элемента в строке.

Элементы матрицы L и V̄ вычисляются по формулам.

Zijk = Zijk[(1 + α(bi,j,k−1 + fi,j,k−1)−1], gijk =
gijk[1 + α(bi,j−1,k + bi,j−1,k)−1] .

Cijk = Cijk[1 + α(Si−1,j,k + fi−1,j,k)−1], Aijk =
Zijkbi,j.k−1, Cijk = gijkfi−1,jk .

Gijk = Cijkfi−1,jk,Wijk = Cijkfi−1,jk, Tijk = Zijkfi,j,k−1,Uijk =
gijkSi,j−1,k.

∂ijk = aijk + α[Aijk + Cijk + gijk +Wijk + Tijk+]− Cijkbi−1,jk −
gijkfi,j−1,k − rijkhi,j,k−1,
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bijk = ∂−1
ijk[bijk − α(Aijk + Cijk)], fijk=∂−1

ijk
[fijk − α(Tijk + Cijk)].

Sijk = ∂−1
ijk[Sijk − α(Wijk + Uijk)].

После определения элементов L и U [1, 5] получаем вектор

LŪ
(s+1)
n+1 = R(s). (17)

Прямой подстановкoй решаем уравнения

Ū
(s+1)
n+1 = ∂−1

ijk[R
(s)
ijk − Z

−1
ijkŪ

(s+1)
ijk−1 − gijkŪ

(s+1)
ij−1,k − CijkŪ

(s+1)
i−1,jk]. (18)

Вектор δ
(s+1)
n+1 находится из

Uδ
(s+1)
n+1 = Ū

(s+1)
n+1 , (19)

обратной подстановкой, как решения уравнения

δ
(s+1)
ijk = Ū

(s+1)
ijk − bijkδ(s+1)

i+1,jk − fijkδ
(s+1)
i,j+1,k − Sijkδ

(s+1)
ij,k+1. (20)

В уравнениях (18)-(20) полагается, что
Zij1 = hijk = 0 , если i = 1 . . .i, j = 1 . . .j; gi1k = fijk = 0; если
i = 1 . . .i; k = 1 . . .k;
C1jk = bijk = 0 если j = 1 . . .i, k = 1 . . .k.

Для улучшения сходимости решений примем изменяющийся по-
рядок упорядочений записей, например, для нечетных итераций:
i = 1, I каждому значению j соответствует порядок j = 1, J , а
для четных итераций данная последовательность меняется следую-
щим образам: i = 1, I, j = J, J − 1, ..., 1; k = k, k − 1, ..., 1.

Аналогичные алгоритмы можно получить и для (2) и (3).
Необходимо отметить, что аппроксимация граничных условий

второго рода на Γ1,Γ2 и Γr (формулы (4), (5), (6), (7)) производит-
ся аналогично описанной и включается в разностные уравнения (13),
(13)’ и другим разностным уравнениям.

После определения Uijk и Vijk производится уточнение поло-
жения ГВК по формуле (9), предварительно дискретизируя he+1 =
he − GijkPijk , где Pijk = (∂V/∂n|x3=h−)ijk , которые можно аппрок-
симировать первым или вторым порядком точности. При необходи-
мости нетрудно улучшить значения Γ по формуле Эйлера.
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Таким образом, если известно начальное поле параметров k и
m , то нетрудно построить поле давления на любую дату времени.
Однако на практике невозможно задать все значения k и m , в осо-
бенности на всех точках области, и даже на тех, которые определены
геофизическими или другими методами, ввиду несовершенства из-
меряемых средств, условий, содержащих в себе не устраняемые от-
клонения от истинного значения. Поэтому имеющиеся данные всегда
фильтруются, дополнительно обрабатываются, а при необходимости
уточняются.

Особенный недостаток информации проявляется при рассмотре-
нии трехмерных моделей. Для построения трехмерных матриц на-
чальных данных параметров k и m , сначала производится выбор
разностной сетки с учетом геометрии области, т.е. создается трехмер-
ная сеточная структура. Далее, методом непараметрической иден-
тификации строятся трехмерные полиномы и подсчитываются эле-
менты трехмерной матрицы. С учетом начальных данных решается
прямая задача, при этом на каждом временном шаге определяется
продвижение газоводяного контакта из уравнений (9).
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На основе построенной математической модели течения много-
фазной затопленной струи исследован процесс сепарации пузырьков
из струи. Определено влияние параметров окружающей среды, гид-
ратообразования на процесс сепарации, получены теплофизические
зависимости характеристик струи, изменяющихся со временем.

Ключевые слова: затопленная струя, гидратообразование, сепа-
рация пузырьков, ликвидация глубоководных утечек.
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A mathematical model of the flow of a multiphase submerged jet
is constructed, the process of separation of bubbles outside the jet is
investigated. The influence of the environmental parameters and hydrate
formation on the separation process is determined, the thermophysical
dependences of the jet characteristics that change with time are obtained.

Key words: submerged jet, hydrate formation, bubble separation,
elimination of deep-sea leaks.

Исследование особенностей распространения многофазных затоп-
ленных струй в водах Мирового океана способно решить проблему
ликвидации утечек, которые имеют техногенный характер и вызва-
ны: аварийным повреждением скважины, повреждением подводного
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трубопровода, крушением танкера, нарушением герметичности неф-
техранилища и т.д. Согласно статистике, почти все этапы добычи,
хранения и транспортировки углеводородов в нефтяной отрасли со-
провождаются авариями. Разлив нефти в Мексиканском заливе на
платформе Deepwater Horizon показал, как важна быстрая локали-
зация и ликвидация разлива. На момент разлива общественность
впервые столкнулась с такой проблемой, отсутствовали быстрые и
качественные методы устранения разлива, вследствие чего в океан
вылилось более 5 миллионов баррелей нефти[2,3].

Рис. 1. Схема струи

В данной работе рассматривается математическая модель течения
многофазной затопленной струи[1]. Считаем, что на дне некоторого
водоема присутствует источник техногенного происхождения, из ко-
торого поступает смесь нефти и газа. Нефть распространяется в виде
капель, газ в виде пузырьков. Течение углеводородов происходит в
условиях стабильного существования гидрата, поэтому на поверхно-
сти пузырьков образовывается гидратная оболочка, превращая газо-
вые пузырьки в гидратные. Более подробно об этом процессе описано
в работе [4]. Условимся, что газовые пузырьки занимают централь-
ное ядро струи, а с течением времени под действием сил плавучести
и течения окружающей среды пузырьки начнут сепарироваться и по-
кидать пределы струи.

Основные уравнения:

dM

dt
= ρwQw − ρcomQf , ρ =

∑
i

αiρi,
∑
i

αi = 1,
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dMg

dt
= −Jg − ρgQfg ,

dMh

dt
= Jh − ρhQfh,

dMw

dt
= ρwQw − Jw,

Jg = G · Jh Jw = (1−G) Jh Jh = N4πa2
ghjh

d

dt
(cMT ) = cwTwρwQw + JhL− JwcwThs, c =

∑
χici,

d
dt (Mu) = uwρwQw − uρcomQf ,
d
dt (Mυ) = υwρwQw − υρcomQf ,
d
dt [(Mw +Mo)w + (Mg +Mh) · (w + wb)] = wwρwQw − (w + wb) ρcomQ

f+

+ (ρw − ρl)πb2h (αw + αo) g + (ρw − ρcom)πb2h (αg + αh) g,

Рис. 2. Траектория струи

Параметры системы: r=0.23 м, Qeo =0.1 м 3 /с, Qeg =0.05 м 3 /с,
uw =1 м/с Tw =4 o С, T e =80 o С, p=15 МПа, ρw =1030 кг/м 3 ,
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ρo =650 кг/м 3 , ρg =99.4 кг/м 3 , ρh =910 кг/м 3 , ϕ =90 o , θ
=0 o , υw =2 м/с, ww =0 м/с, co =2090 Дж/(кг ·К), cg =2365
Дж/(кг ·К), ch =2100 Дж/(кг ·К), cw =4200 Дж/(кг ·К), λw =0.58
Вт/(м ·К), µw =1.57 Па · с, L=5 ·105 Дж/кг, G=0.12,D∗ =10 −10

м 2 /с, g =9.8 м/с 2

На рисунке 2 представлены траектории струи для случаев гид-
ратообразования, лимитируемого диффузией газа через гидратную
оболочку (а) и теплообменом с окружающей средой (б). Из графиков
видно, что отделение пузырьков в случае, когда гидратообразование
лимитируется диффузией, происходит быстрее. Этот эффект связан
с тем, что, согласно этой схеме, пузырьки газа покрываются гидрат-
ной оболочкой медленнее, чем в случае, когда гидратообразование
лимитируется теплообменом. В случае, когда гидратообразование ли-
митируется диффузией, плотность пузырьков меньше и они легче,
вследствие чего отделение газового ядра под действием поперечного
течения происходит быстрее.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного
фонда № 21-79-10227, https://rscf.ru/project/21-79-10227/

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Zheng L., Yapa P.D., Chen F. A model for simulating deepwater
oil and gas blowouts - part i: theory and model // Journal of hydraulic
research. 2002. Vol. 41. № 4. P. 339–351.

2. Лаврова О.Ю., Костяной А.Г. Катастрофический разлив неф-
ти в мексиканском заливе в апреле–мае 2010 г // Исследование Земли
из космоса. 2010. № 6. С. 67–72.

3. Fleeger J.W.,Riggio M.R., Mendelssohn I.A., Lin Q., Houc A.,
Deis D.R. Recovery of saltmarsh meiofauna six years after the Deepwater
Horizon oil spill //Journal of Experimental Marine Biology and Ecology
V. 502. 2018. P. 182-190.

4.Гималтдинов И. К., Кильдибаева С.Р. Модель затопленной
струи с учетом двух предельных схем гидратообразования // Теп-
лофизика и аэромеханика. 2018. Т. 25. № 1. С. 79–88.

Материалы Международной конференции. Сентябрь, 2021 г.



УДК 519.63:517.958

ПРОГРАММНЫЙ КОМПЛЕКС ИССЛЕДОВАНИЯ
ПРОЦЕССОВ ПЕРЕНОСА РАДОНА В

АНИЗОТРОПНЫХ ГЕОЛОГИЧЕСКИХ СРЕДАХ

Нафикова А.Р. 1 , Кризский В.Н. 2

1 Башкирский государственный педагогический университет
им. М. Акмуллы, г. Уфа, Россия;

2 Санкт-Петербургский Горный Университет,
г. Санкт-Петербург, Россия;

albinabikbaeva@gmail.com, krizsky@rambler.ru

Работа посвящена описанию программного комплекса, разрабо-
танного средствами компьютерной системы Maple в соответ-
ствии с предложенным способом решения трехмерной задачи
диффузии-адвекции радона в кусочно-постоянных слоистых средах с
включениями, учитывающей анизотропию диффузионных свойств
подобластей геологической среды.
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The paper is devoted to the description of a software package developed
by means of the Maple computer system in accordance with the proposed
method for solving the three-dimensional problem of radon diffusion-
advection in piecewise constant layered media with inclusions, taking into
account the anisotropy of the diffusion properties of the subsurface of the
geological medium.
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Изучение миграции радона в геологических средах актуально для
поиска и оконтуривания нефтяных и газовых месторождений, поиска
урановых и ториевых руд, экологического картирования при выборе
площадок под строительство промышленных и жилых сооружений,
прогнозирования событий в зонах сейсмической активности.

Математическое моделирование процессов распределения радона
в грунте и его стока в приземный слой атмосферы связано с решением
параболических краевых задач математической физики. Разработка
математических моделей, алгоритмов решения и программ расчета
процессов распространения радона — актуальная задача, имеющая
практическое значение во многих научных направлениях и областях.

Так, в работе [1] построена математическая модель трехмерной
задачи диффузии-адвекции радона в кусочно-постоянных слоистых
средах с включениями, учитывающая анизотропию диффузионных
свойств подобластей геологической среды (1):

∂Ai.j(P, t)

∂t
= div(Di.j∇Ai.j(P, t))+νi.j

∂Ai.j(P, t)

∂z
−λ(Ai.j(P, t)−Ai.∞),

P = P (x, y, z) ∈ Ωi.j , i = 0, N, j = 0,Mi;

((Di.0∇Ai.0(P, t), n) + νi.0Ai.0(P, t))|γi.0 = ((Di+1.0∇Ai+1.0(P, t), n)+

+νi+1.0Ai+1.0(P, t))|γi.0 , i = 0, N − 1

Ai.0(P, t)|γi.0 = Ai+1.0(P, t)|γi.0 , i = 0, N − 1;

((Di.j∇Ai.j(P, t), n) + νi.jAi.j(P, t))|γi.j =

= ((Di.0∇Ai.0(P, t), n) + νi.0Ai.0(P, t))|γi.j , i = 0, N, j = 1,Mi;

Ai.j(P, t)|γi.j = Ai.0(P, t)|γi.j , i = 0, N, j = 1,Mi;

lim
z→∞

AN.0(P, t) = AN.∞, lim
z→−∞

A0.0(P, t) = 0;

lim
P∈Ωi.0,

√
x2+y2→∞

Ai.0(P, t) = Ai(P, t), i = 0, N ;

Ai.j(P, 0) = 0, i = 0, N, j = 0,Mi.
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Здесь Ai.j(P, t) – функция объемной активности радона (ОАР) в
грунте, Ai.j(P, t) ∈ C2

P (Ω)
⋂
C1
P (γi.j)

⋂
C1
t (Ω) ; λ – постоянная рас-

пада радона; Ai.∞ – объемная активность радона, находящегося в
радиоактивном равновесии с радием (226Ra) в грунте i -го слоя,
которая равна Ai.∞ = Ki.emAi.Raρi.s(1 − ηi)) , Ki.em – коэффици-
ент эманирования радона, Ai.Ra – удельная активность 226Ra , ρi.s
– плотность твердых частиц, ηi – пористость грунта, Ai(P, t) –
нормальное поле радона, описывающее диффузию-адвекцию радо-
на в слоистой среде в предположении отсутствия включений, γi.0 =
{γi.0(x, y)|γi.0 → zi при

√
x2 + y2 → ∞} (i = 0, N) — гладкие

параметрические заданные границы горизонтально-слоистой среды,
разделенной ими на горизонтальные слои Ω0.0,Ω1.0, . . . ,ΩN.0 , за-
полненные веществом, диффузионные свойства которого описыва-

ются симметричными тензорами Di.0 =

di.0xx di.0xy di.0xz
di.0xy di.0yy di.0yz
di.0xz di.0yz di.0zz

 и ско-

ростями адвекции ν0.0, ν1.0, . . . , νN.0 соответственно. Каждый слой
Ωi.0 содержит Mi локальных включений Ωi.j(j = 1,Mi) с гра-
ницами γi.j , заполненных веществом, физические свойства которо-
го описываются постоянными симметричными тензорами диффузии

Di.j =

di.jxx di.jxy di.jxz
di.jxy di.jyy di.jyz
di.jxz di.jyz di.jzz

 и скоростями адвекции νi.j , i = 0, N, j =

1,Mi . Переменная t ≥ 0 – время. Если область Ω0.0 – приземный
слой атмосферы, то в задаче (1) следует положить A0.∞ = 0 . При
M0 > 0 включения Ω0.1, . . . ,Ω0.M0

могут описывать жилые и произ-
водственные сооружения.

Предложен комбинированный способ решения данной задачи на
основе методов интегральных преобразований, интегральных пред-
ставлений и граничных интегральных уравнений, и построен алго-
ритм расчета поля ОАР [1].

Для реализации алгоритмов решения поставленной задачи разра-
ботан комплекс программ для работы в среде операционных систем
Windows XP/Vista/7/8/10. В качестве средства разработки исполь-
зован программный пакет – система компьютерной алгебры Maple,
имеющая собственный встроенный язык программирования.

Данный комплекс обладает следующими средствами и возмож-
ностями: задание параметров описания модели; нахождение функ-
ции нормального поля радона в кусочно-однородной горизонтально-
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слоистой среде с плоскопараллельными границами; вычисление
функции Грина в горизонтально-слоистой среде с плоскопараллель-
ными границами; определение функции аномального поля радона,
учитывающей влияние одного или нескольких включений; графиче-
ского отображения результатов расчетов.

С помощью разработанного программного комплекса проведены
сравнения с известными моделями для случая однородных кусочно-
постоянных сред и вычислительные эксперименты по исследованию
процессов диффузии-адвекции радона в кусочно-постоянных анизо-
тропных слоистых средах с включениями и взаимному влиянию па-
раметров математической модели. Выявлено, что учет анизотропии
при моделировании процессов переноса радона в геологических сре-
дах приводит к существенному изменению поля объемной активности
радона и является значимым фактором, необходимым при описании
математической модели поля в реальных геологических средах [2].

Адекватность полученных теоретических решений наиболее удоб-
но апробировать на лабораторных моделях, позволяющих точно учи-
тывать все исходные расчетные параметры. Так, в работе [3] пред-
ставлены результаты сравнительного сопоставления данных вычис-
лительного и натурного экспериментов по исследованию процессов
переноса радона в кусочно-постоянных анизотропных слоистых сре-
дах с включениями также показали адекватность и достоверность
предложенных модели и метода решения задачи.

Следует отметить, что предложенные комбинированные методы и
алгоритмы являются развитием теории решения краевых задач для
уравнений тепломассопереноса в кусочно-постоянных анизотропных
средах и позволяют решать практические задачи по исследованию
процессов переноса радона в трехмерных кусочно-постоянных анизо-
тропных слоистых средах с анизотропными включениями.

Таким образом, разработанное, апробированное и зарегистриро-
ванное математическое и программное обеспечение моделирования
процессов переноса радона в анизотропных геологических средах
[4] позволит производить расчет динамических полей диффузии-
адвекции радона, интерпретировать результаты полевых измерений,
осуществлять зонирование, определяя границы сред промыслового
района по данным полевых и скважинных измерений объемной ак-
тивности и плотности потока поля радона. Полученные решения мо-
гут быть использованы для прогнозирования сейсмических событий,
поиска урановых и ториевых руд, экологического картирования при
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выборе площадок под строительство промышленных и жилых соору-
жений, поиска и оконтуривания нефтяных и газовых месторождений.

Результаты проведенных научных исследований позволили перей-
ти к постановке обратной задачи переноса радона. Так, в работе [5]
представлена математическая модель обратной геометрической за-
дачи поиска границы локального включения. В настоящий момент
ведутся обсуждения о разработке и применении параллельных алго-
ритмов решения поставленной обратной задачи, что в перспективе
позволит получить высокопроизводительное программное обеспече-
ние решения обратной задачи переноса радона в анизотропных гео-
логических средах.
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Рассматриваются вычислительные задачи , возникающие при
исследовании природных и индустриальных процессов в Арктиче-
ском регионе страны. Для их исследования применяются мето-
ды численного моделирования динамических процессов, описываемых
системой нестационарных уравнений в частных производных ме-
ханики сплошных сред, в первую очередь, механики деформируемо-
го твердого тела и акустики. В арктическом регионе актуальны-
ми являются задачи сейсморазведки нефти и газа, разведочного бу-
рения, безопасности шельфовых сооружений ( например, морских
стационарных или якорных платформ, береговых сооружений). Для
численного решения поставленных задач используется семейство
сеточно-характеристических методов , использующих характери-
стические свойства нестационарных систем уравнений в частных
производных гиперболического типа. Представлены результаты ре-
шения рассматриваемых задач , проводится их анализ.

Ключевые слова: сейсморазведка, системы нестационарных урав-
нений, вычислительные задачи.

COMPUTATIONAL PROBLEMS OF THE OIL AND GAS
INDUSTRY IN THE ARCTIC REGION

Petrov I.B.
Moscow Institute of Physics and Technology, Moscow, Russia;

petrov@mipt.ru

Computational problems arising in the study of natural and industrial
processes in the Arctic region of the country are considered. To study
them, methods of numerical simulation of dynamic processes described
by a system of nonstationary partial differential equations of continuum
mechanics, first of all, mechanics of a deformable solid and acoustics,
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are used. In the Arctic region, the tasks of seismic exploration for oil and
gas, exploration drilling, and the safety of shelf structures (for example,
offshore fixed or anchor platforms, coastal structures) are relevant.
For the numerical solution of the problems posed, a family of grid-
characteristic methods is used that use the characteristic properties of
non-stationary systems of partial differential equations of hyperbolic type.
The results of solving the problems under consideration are presented, and
their analysis is carried out.

Key words: seismic exploration, systems of non-stationary equations,
computational problems.
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Результаты работ авторов позволяют провести попарное срав-
нение стационарных состояний нескольких моделей с сосредоточен-
ными параметрами (в моделях роста, содержащих обыкновенные
дифференциальные уравнения) и построенных на их основе с помо-
щью учета вклада диффузионных (миграционных) процессов моделей
с распределенными параметрами (в моделях роста и распростране-
ния, содержащих дифференциальные уравнения с частными произ-
водными). Установлено, что постоянные стационарные состояния,
которые не являются устойчивыми в моделях с сосредоточенными
параметрами, становятся устойчивыми в моделях с распределен-
ными параметрами, по крайней мере, в областях с малыми диа-
метрами.

Ключевые слова: система с распределенными параметрами, по-
пуляционная диффузионная модель роста опухоли, модель иммун-
ного ответа, устойчивость стационарного решения.
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The authors’ results allow for a pairwise comparison of the stationary
states of several models with concentrated parameters (in growth models
containing ordinary differential equations) and models with distributed
parameters constructed on their basis by taking into account the
contribution of diffusion (migration) processes (in growth and propagation
models containing partial differential equations). It is established that
constant stationary states that are not stable in models with concentrated
they become stable in models with distributed parameters, at least in areas
with small diameters.

Key words: system with distributed parameters, population diffusion
model of tumor growth, model of immune response, stability of stationary
solution.

Рассмотрим начально-краевую задачу для системы уравнений в
частных производных:

∂us/∂t = ϑs∆us + Fs(u), s = 1, . . . ,m, x = (x1, . . . , xn) ∈ Ω ⊂ Rn,

(µsus + ηs∂us/∂ν)|x∈∂Ω = Bs(x), µ2
s + η2

s > 0, µs ≥ 0, ηs ≥ 0,

us(x, 0) = u0
s(x), s = 1, . . . ,m,

где Ω — ограниченная область с кусочно-гладкой границей ∂Ω , ν
— единичный внешний вектор внешней нормали к границе ∂Ω об-
ласти Ω , u = (u1(x, t), . . . , um(x, t)) , ϑs ≥ 0 , diamΩ = d , Bs(x) ∈
C(∂Ω) , u0

s(x) ∈ C(Ω) , s = 1, . . . ,m, Ω = Ω ∪ ∂Ω, ∆ — оператор

Лапласа, определяемый формулой ∆v =
n∑
j=1

∂2v/∂x2
j . Предпола-

гается, что функции Fs дифференцируемы в стационарной точке
w = (w1(x), . . . , wm(x)) рассматриваемой задачи.
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Показано, что достаточным условием устойчивости стационарно-
го решения является отрицательная определенность квадратичной
формы

m∑
s=1

m∑
k=1

Ask zkzs ,

где Ask = 1/2 (∂Fs/∂xk + ∂Fk/∂xs)−δksϑs/d2. Этот результат полу-
чен с помощью оценок производной функции Ляпунова. В моногра-
фии Т. Пу [1] для уравнения Хотеллинга

∂p/∂t = A(ξ − p)p+B∆p
с помощью функции Ляпунова получено достаточное условие устой-
чивости стационарного решения w в виде w > ξ/2. При этом
в монографии отмечалось, что компьютерные эксперименты обна-
руживают устойчивость и при менее жестких условиях. В рабо-
те [2] получено менее жесткое достаточное условие устойчивости
w > ξ/2−B/

(
2Ad2

)
. Метод, с помощью которого получено это усло-

вие, развит в [3–6].
Диффузионная модель онкологического процесса. Приво-

димое ниже описание интересующей нас модели иммунного ответа по-
черпнуто нами из работы [7]. Там же можно познакомиться с весьма
представительным обзором литературы по теме математического мо-
делирования в онкологии. Пусть u1 – линейная плотность делящихся
клеток, q = q(x, t) – линейная плотность лимфоцитов. Тогда мате-
матическая модель, описывающая взаимодействие делящихся клеток
и лимфоцитов, в предположении об отсутствии их взаимодействия с
нормальными и погибшими клетками, имеет вид

∂u1/∂t = D1∂
2u1/∂x

2 + µ1u1 − γ12u1q,

∂q/∂t = D4∂
2q/∂x2 − v ∂q/∂x− γ21u1q.

u1(x, 0) = u0
1(x) ∈ C∞([0, l]), q(x, 0) = q0.

При выборе граничных условий предполагается, что

∂u1/∂x|x=0 = 0, q|
x=0

= q0, ∂u1/∂x|x=l = 0, q|
x=l

= q0.

Уточненное достаточное условие асимптотической устойчивости ста-
ционарного решения состоит в выполнении двух неравенств [6]

µ1 − γ12w2 − 2D1/l
2 < 0,



184 Половинкина М.В., Половинкин И.П.

4
(
µ1 − γ12w2 − 2D1/l

2
) (
− exp(−σx)γ21w1 − σ2D4/(exp(σl)− 1− lσ)

)
−

− (γ12w1 + exp(σl)γ21w2)
2
> 0.

Очевидно, что векторная функция с координатами u1 = 0 , q = 0
является неустойчивым стационарным решением системы обыкно-
венных дифференциальных уравнений, получаемых при D1 = D4 =
v = 0 (без диффузионных и конвективных членов). Однако для рас-
сматриваемой системы уравнений с частными производными эта же
векторная функция может оказаться и устойчивым стационарным
решением при выполнении условия µ1 − 2D1/l

2 < 0 .
Модель Вольтерры. Рассмотрим еще один классический при-

мер: модель "хищник-жертва" В. Вольтерры (Vito Volterra, 1860–
1940). Без учета миграций (диффузии) в простейшем варианте эта
модель имеет вид следующей задачи Коши (см., напр., [8]):
∂u1/∂t = αu1−βu1u2, ∂u2/∂t = κβu1u2−mu2, us(x, 0) = u0

s, s = 1, 2.
Добавив диффузионные слагаемые, мы получим следующую систему
уравнений в частных производных:
∂u1/∂t = αu1 − βu1u2 + ϑ1∆u1, ∂u2/∂t = κβu1u2 −mu2 + ϑ2∆u2.
Будем рассматривать эту систему уравнений в ограниченной обла-
сти Ω с диаметром d , c кусочно гладкой границей и потребуем от
решения выполнения краевых условий
(µsus + ηs∂us/∂ν)|x∈∂Ω = Bs(x), µ2

s + η2
s > 0, µsηs ≥ 0,

и начальных условий us(x, 0) = u0
s(x), s = 1, 2. Пусть w = (w1, w2)

— стационарное решение этой начально-краевой задачи. Стационар-
ное решение w будет асимптотически устойчивым, когда будут вы-
полнены неравенства

α− βw2 − ϑ1/d
2 < 0,

(α− βw2 − ϑ1/d
2)(κβw1 −m− ϑ2/d

2)− β2(κw2 − w1)2/4 > 0.
Очевидно, что если стационарное решение постоянно, эти неравен-
ства заведомо выполнены в областях с малыми диаметрами. Поэто-
му стационарные решения бездиффузионной модели w1 = w2 = 0
и w1 = m/(κβ) , w2 = α/β , оставаясь стационарными решениями и
в диффузионной модели в области с малым диаметром (разумеется,
при соответствующем наборе начальных и краевых условий), меняют
характер устойчивости, а именно становятся асимптотически устой-
чивыми. С другой стороны, как показано в [8], при большом значении
диаметра области может иметь место так называемая диффузионная
неустойчивость.
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Уравнения репликатора. Рассмотрим в качестве примера си-
стему, которая в бездиффузионном варианте давно является одним
из основных инструментов в математической экологии, генетике и
математической теории отбора и эволюции [9]:

∂us/∂t =

φs − m∑
j=1

φjuj

 us + ϑs∆us, s = 1, . . . ,m.

Условие φs < ϑs/d
2, s = 1, . . . ,m, достаточно для устойчивости три-

виального решения этой системы. При ϑs > 0, s = 1, . . . ,m, то есть в
случае диффузионной модели с распределенными параметрами, это
условие выполнено для областей с небольшим диаметром. В случае
системы с сосредоточенными параметрами (при ϑs = 0 , φs > 0,
s = 1, . . . ,m ) тривиальное решение неустойчиво.
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Исследованы поля давления и скорости фильтрационных по-
токов, возникающих при отборе углеводородов из пластов-
коллекторов, вскрытых несовершенно. Представлена задача о поле
давления, в которых учтены два фактора несовершенства перфора-
ции: первый заключается в наличии невскрытого участка в интер-
вале перфорации, а второй вызван несовпадением интервала пер-
форации с границами проницаемого насыщенного пласта. Создана
конечно-разностная программа для расчетов полей скорости и дав-
ления в пласте с несовершенным вскрытием.

Ключевые слова: фильтрация, несовершенное вскрытие, двух-
мерное течение, конечно-разностная программа, поле давления, по-
ле скоростей.
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The pressure fields and the filtration flow rates arising from the
selection of hydrocarbons from reservoirs that were opened imperfectly
were studied. A pressure field problem is presented, in which two factors
of perforation imperfection are taken into account: the first is the presence
of an undisclosed section in the perforation interval, and the second is
caused by a mismatch in the perforation interval with the boundaries of
the permeable saturated formation. A finite-difference program has been
created for calculating velocity and pressure fields in a reservoir with an
imperfect opening.

Key words: filtration, imperfect autopsy, two-dimensional flow, finite-
difference program, pressure field, velocity field.

Значительный интерес представляет решение задачи о полях дав-
ления и скорости фильтрации в частично вскрытом пласте, посколь-
ку оно позволяет оценить выработку невскрытых зон [1]. В боль-
шинстве предшествующих работ влияние несовершенства вскрытия
учтено на основе эмпирически вводимого в задачу скин-фактора, ко-
торый позволяет учесть совокупность факторов неидеального вскры-
тия (см. [2] и цитированные в ней источники). Однако такой подход
не снимает проблемы изучения вклада каждого фактора в отдель-
ности и комбинации этих факторов, что и явилось целью настоящей
работы.

Для исследования важнейших закономерностей полей давления и
скорости в несовершенно вскрытом пласте, а также возникающих при
этом фильтрационных эффектов,удобно рассмотреть плоское движе-
ние, которое сохраняет все важнейшие закономерности фильтраци-
онного течения в пласте и обеспечивает возможность упрощения рас-
четов.

Геометрия задачи, описывающей поля давления и скорости филь-
трации в пласте с неполной перфорацией и наличием пропущенного
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участка, представлена на рис. 1.Течение считается плоским и линей-
ным. Ось z прямоугольной системы координат направлена нормаль-
но по отношению к слою коллектора нефти или газа; кроме того,она
включает границу галереи, моделирующей скважину. Предполагает-
ся, что изолированный однородный изотропный пласт, лежащий в
интервалеотH1 до−H2 , отдает или принимает жидкость в режиме
заданного перепада давления P0 в перфорированном интервале, со-
стоящем из двух зон−h2 < z < −h1 , h1 < z < h2 . Это означает,
что качество вскрытия в интервале −h1 < z < h1 не обеспечива-
ет достаточной гидродинамической связи пласта и скважины, хотя
он и расположен в планируемом интервале перфорации. Фильтра-
ционные свойства пористой среды, составляющей пласт, считаются
изотропными и однородными. Полагается, что коллекторские харак-
теристики, сжимаемость и плотность всех фаз пористой среды не
зависят отдавления во всем наблюдаемом диапазоне перепадов.

Задача заключается в отыскании фильтрационных полей
давления P (x, z, t) и скорости −→v (x, z, t) = [vx (x, z, t) , vz (x, z, t)] в
изолированном однородном изотропном пластес описанными выше
свойствами для случая двухмерного плоского течения.

Рис. 1. Геометрия задачи о фильтрационных полях давления и
скорости в изолированном пласте с несовершенной перфорацией

Постановка задачи о поле давления осуществлена на основе урав-
нения пъезопроводности, которое в однородном изотропном изолиро-
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ванном пласте представляется в виде

mβµ
∂P

∂t
− k∂

2P

∂x2
− k∂

2P

∂z2
= 0, (1)

t > 0 , 0 < x < L , −H2 < z < H1 .
Рассматриваемый пласт считается изолированным, поэтому нор-

мальные к границе пласта компоненты скорости фильтрации равны
нулю, а граничные условия представляют равенства нулю вертикаль-
ных производных давления

∂P

∂z

∣∣∣∣
z=H1

= 0,
∂P

∂z

∣∣∣∣
zd=−H2

= 0, 0 < x < L , t > 0. (2)

Условие в момент времени t = 0 представленонулевыми значениями
давления

P |t=0 = 0, −H2 < z < H1, 0 < x < L, (3)

Условие на удаленной от скважины поверхности x = L , положе-
ние которой выбирается таким образом, что создаваемые в скважине
возмущения давления за рассматриваемое время не достигают ука-
занной поверхности, имеет вид

P |x=L = 0, t > 0, −H2 < z < H1. (4)

На границе со скважиной в слоях с гидродинамической связью
постулируется режим заданного давления

P |x=0 = P0, −h2 < z < −h1, h1 < z < h2. (5)

В невскрытых слоях и слое без гидродинамической связи на гра-
нице пласта и скважины задано условие изолированности

∂P

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0, −H2 < z < −h2,−h1 < z < −h1, h2 < z < H1. (6)

Поле скорости фильтрации определено на основе закона Дарси.
Горизонтальная и вертикальная компоненты (или координаты) век-
тора скорости фильтрации определяются с помощью найденных зна-
чений полей давления P согласно следующим выражениям:

vx = −k
µ

∂P

∂x
, vz = −k

µ

∂

∂z
. (7)
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Поля давления и скорости в условиях, описываемых в задаче (1) –
(7),определены с помощью конечно-разностных методов. Программа
для расчетов на ЭВМ создана с использованием явной схемы.

На рис. 2 представлено пространственное распределение (а) и изо-
линии (б ) поля давления в несовершенно вскрытом пласте для случая
симметричной геометрии вскрытия H2 = H1 = 5 м при значении без-
размерного времени t = 3600 с.Толщина интервалов притока равна 2
м, а расстояние между ними также принято равным 2 м, поскольку
h2 = 3 м , а h1 = 1 м . Значения проницаемости в расчетах принято
равным k = 10−13м2 , вязкости – µ = 6 × 10−3Па • с , сжимаемо-
сти – β = 10−10Па−1 , пористости –m = 0.1 , амплитудного значения
возмущений – P0 = 106Па .

В каждом поперечном сечении максимальные возмущения дав-
ления, как следует из рисунка, наблюдаются в центре перфориро-
ванных слоев и достигают абсолютного максимума во всех точках,
где происходит приток жидкости в скважину.При удалении от цен-
тра слоев, гидродинамически связанных со скважиной, возмущения
давления, вызванные фильтрационным потоком, уменьшаются. Ми-
нимальные значения давления в каждом поперечном сечении при-
урочены к границам пласта и точке, соответствующей середине ин-
тервала без гидродинамической связи пласта и скважины. Причем,
наблюдаются изменения давления на изолированных границах.Это
означает, что горизонтальные фильтрационные потоки имеются и на
границах пласта, в то же время вертикальные фильтрационные по-
токи на изолированной границе пласта отсутствуют.

Рис. 2. Пространственное распределение (а) и линии уровня (б )
поля давления при значении времениt = 3600 с
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Описанные особенности течения имеют результатом неравномер-
ный профиль притока в интервале перфорации. Причем минималь-
ные значения удельного притока наблюдаются в центре вскрытых
слоев, а максимальные – на их границах. Причиной такого распре-
деления являются вертикальные межслойные перетоки, неизбежно
возникающие вследствие учитываемых в модели факторов несовер-
шенства вскрытия пласта.
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На основе модифицированной модели Рамсея представлено пове-
дение репрезентативного домашнего хозяйства. Модель идентифи-
цирована по данным российской статистики. С её помощью про-
анализирована проблема потребительского кредитования в России.
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Представлены эффективные меры сдержания роста задолженно-
сти по потребительским кредитам.

Ключевые слова: модифицированная модель Рамсея, потреби-
тельское поведение, прогнозирование.
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We present the economic behavior of a representative household based
on a modifies Ramsey model. The model is identified against Russian
statistical data, and is used to analyze the problem of consumer crediting
in Russia. An effective measures to contain the growth of the consumer
loan debt are presented.

Key words: modified Ramsey model, consumer behavior, forecasts.

Для новейшей истории России характерны высокие темпы роста
задолженности по потребительскому кредитованию. В течение по-
следних 20 лет фактически произошло формирование нового обще-
ственного явления в форме потребительского кредита, что, в частно-
сти, выражается в росте отношения задолженности по потребитель-
скому кредиту к годовому ВВП страны с 1% в 2000г. до 12% в 2021г.
Следует отметить, что устойчивый и сбалансированный рост потре-
бительского кредитования приводит к стимулированию совокупного
спроса, а также позволяет населению увеличивать потребление в пе-
риоды отсутствия роста доходов.
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Темпы роста потребительского кредита в России характеризуются
высокой волатильностью. За последнее десятилетие максимальные
темпы роста задолженности составили 50% в год, а максимальный
спад 13% в год. Высокая волатильность темпов роста задолженности
является отражением изменений в структуре выдаваемых населению
кредитов.

Последствия таких изменений могут наблюдаться в статистике
как экспертным сообществом, так и профильными ведомствами. К
примеру, на протяжении последних лет министерство экономического
развития в лице бывшего министра М.С. Орешкина неоднократно за-
являло о рисках формирования перекредитованности россиян в сег-
менте потребительского кредита, что потенциально может вылиться
в кризис просроченных кредитов. Помимо этого, в 2019г. Банк России
дополнительно ввёл повышенные коэффициенты риска по выдаче по-
требительских кредитов наиболее закредитованным заёмщикам, что
потребовало введения обязательной процедуры оценки банками те-
кущего долгового бремени заёмщика при выдаче потребительского
кредита. Эта мера была обусловлена высоким спросом на потреби-
тельское кредитование именно со стороны перекредитованных заём-
щиков. В частности, по данным Банка России в начале 2019г. доля
выдаваемых кредитов заёмщикам, у которых соотношение средне-
месячного платежа по кредиту к среднемесячному доходу составило
более трети, установилась на уровне в 62%, а доля выданных креди-
тов заёмщикам с долговым бременем более 80% выросла до 9% по
сравнению с 3% годом ранее.

Математическое моделирование поведения домохозяйств способ-
но выявить структурные сдвиги в кредитно-сберегательном и потре-
бительском поведении населения, анализировать возможные исходы
проведения различных вариантов экономической политики в разрезе
различных видов кредитования и социальных групп. Оно основыва-
ется на модели рамсеевского типа [1, 2]. В данной работе авторами
исследована задача оптимального управления, моделирующая эко-
номическое поведение репрезентативного домашнего хозяйства с пе-
реключениями между различными типами кредитно-сберегательного
поведения [3]. Такая модель учитывает несовершенность российско-
го денежного рынка, которая проявляется в большой разнице между
ставками по выданным населению кредитам и принятым у населения
депозитам.
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Модель описывает потребительский выбор репрезентативного до-
мохозяйства в условиях возможности заимствования в форме потре-
бительского кредита, а также при возможности сбережения средств в
формах наличности или банковских депозитов. Решение модели под-
разумевает наличие трёх типов поведения домашних хозяйств в зави-
симости от соотношений между параметрами, описывающих предпо-
чтения домохозяйства, и показателями экономической конъюнктуры.
Три типа поведения включают в себя домохозяйства с потребитель-
скими кредитами и без сбережений, домохозяйства без кредитов и
сбережений, домохозяйства со сбережениями и без потребительских
кредитов. Модель позволяет анализировать траектории потребитель-
ского кредитования в разрезе обеспеченного и необеспеченного кре-
дита, а также траектории сбережений и потребления.

Для того, чтобы провести идентификацию модели, существующие
временные ряды потребления, задолженности по потребительскому
кредиту и доходов при помощи статистики РМЭЗ НИУ ВШЭ [4] были
разбиты на части, принадлежащие классам домохозяйств, которые
были выбраны, исходя из типов поведения, возникающих в решении
модели. Помимо этого, был проведен пространственный анализ реги-
онов, представленных в выборке РМЭЗ. На основании региональных
показателей покупательной способности среднего дохода, региональ-
ных уровней бедности, а также различиях в распределениях долгово-
го бремени между децилями в разных регионах, были выделены две
группы регионов: столичная и провинциальная. В столичную груп-
пу регионов вошли Москва и Московская Область, Санкт-Петербург,
Казань. Все остальные регионы, представленные в статистике РМЭЗ,
вошли в группу провинциальных регионов.

Модель идентифицирована по статистическим данным о доходах,
расходах, потребительских кредитах и сбережениях домашних хо-
зяйств России за апрель 2009г. — январь 2019г. и верифицирована
по статистическим данным за февраль 2019г. — февраль 2020г. На
временном горизонте 2020-2022 гг. был проведен сценарный анализ
будущих траекторий задолженности по потребительскому кредиту в
зависимости от различных состояний экономической конъюнктуры
и проводимой экономической политики. В каждом из сценариев по-
тенциальная динамика задолженности по потребительскому кредиту
моделировалась в зависимости от прогнозируемых входных парамет-
ров: доходов населения, ставок по потребительским кредитам и де-
позитам населения в банках, инфляции.
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В рамках первого сценария отсутствия пандемии COVID-19 ис-
пользовалось предположение о неизменном нахождении ключевой
ставки Банка России на уровне в 6% годовых на протяжении все-
го рассматриваемого периода. Было обнаружено, что задолженность
в группе провинциальных регионов демонстрирует всё ускоряющие-
ся темпы роста, увеличиваясь с 6 трлн. руб. по состоянию на нача-
ло 2020г. до уровня в 15 трлн. руб. к концу 2021г. При этом, рост
происходит за счёт необеспеченного потребительского кредитования,
что приводит к росту просроченной задолженности и значительному
снижению доходов банковского сектора. Более того, необеспеченные
кредиты репрезентативного домашнего хозяйства становятся непла-
тёжеспособными с середины 2021г. Данный сценарий подтверждает
опасения бывшего министра М.С. Орешкина. В ситуации неплатёже-
способных потребительских кредитов репрезентативного домашнего
хозяйства нужно более детально моделировать социальный слой. Та-
кой анализ проводился в [5] в рамках концепции игр среднего поля.

Снижение реальных доходов населения, вызванные пандемией
COVID-19 обостряют эту проблему. Значимое влияние на увеличе-
ние долговой нагрузки населения оказывает рост процентной ставки.
Она может быть оперативно отрегулирована государством с помо-
щью изменения ключевой ставки Банка России. Расчёты по моде-
ли показывают, что снижение ключевой ставки уменьшает долговую
нагрузку на домашние хозяйства и долю неплатёжеспособных заём-
щиков среди физических лиц. При этом эффективность снижения
ключевой ставки существенно зависит от динамики снижения.

Помимо этого, было рассмотрено влияние возможных субсидий
на модельную траекторию задолженности по потребительскому кре-
дитованию в период июль 2021 — декабрь 2022гг. Было обнаружено,
что субсидирование доходов бедного населения в группе провинци-
альных регионов в размере 2.3 трлн. руб. за данный период при теку-
щей ключевой ставки Банка России в 5.5% способно снизить остроту
проблемы роста необеспеченного кредитования, но не решить её.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект №
20-07-00285).
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SIR-МОДЕЛЬ КЕРМАКА-МАККЕНДРИКА ДЛЯ
ОЦЕНКИ РАЗВИТИЯ ПАНДЕМИИ COVID-19
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Даны оценки сверху для коэффициентов интенсивности кон-
тактов с последующим инфицированием в детерминистской SIR-
модели Кермака-Маккендрика для пандемии COVID-19. Проведена
сравнительная оценка развития эпидемий инфекционных заболева-
ний. Выявлены некоторые общие закономерности течения эпидемии
COVID-19 с гриппом Н1N1, а также различия по вирулентности
и патогенности. Описана динамика распространения COVID-19 по
России и континентам с момента выявления вируса.

Ключевые слова: математические модели эпидемий, детерми-
нистские модели.
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SIR-MODEL OF KERMAK-MAKKENDRIK FOR
ASSESSMENT OF DEVELOPMENT OF THE COVID-19

PANDEMIC

Tsyganov S.I., Belova A.S.
Bashkir State University, Ufa, Russia;

TsyganovSI@ufanet.ru, 89177662488@mail.ru

Upper estimates are given for the intensity factors of contacts
with subsequent infection in the Kermak-Mackendrick deterministic SIR
model for the COVID-19 pandemic. A comparative assessment of the
development of infectious disease epidemics has been carried out. Some
general patterns of the course of the COVID-19 epidemic with H1N1
influenza, as well as differences in virulence and pathogenicity. The
dynamics of the spread of COVID-19 across Russia and continents since
the detection of the virus is described.

Key words: mathematical models of epidemics, deterministic models.

Математические методы, применяемые в педагогических измере-
ниях [1] и доказательной медицине [2], носят сходный характер. В
настоящее время в связи с распространением COVID-инфекции при-
обрели актуальность вопросы изучения математических моделей эпи-
демий.

Для математического описания течения эпидемии коронавируса
была использована SIR-модель распространения инфекционных бо-
лезней, в которой описывается динамика групп восприимчивых x(t) ,
инфицированных y(t) и выздоровевших z(t) индивидов. Данная мо-
дель может быть записана следующим образом:

dx

dt
= −βxy,

dy

dt
= βxy − γy,

dz

dt
= γy,

с начальным условием x(0) = x0 , y(0) = y0 , z(0) = 0 , где β – коэф-
фициент интенсивности контактов с последующим инфицированием,
γ – коэффициент выздоровления. Из системы уравнений видно, что в

данной модели численность популяции постоянна:
dx

dt
+
dy

dt
+
dz

dt
= 0 .
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В нашей модели численность популяция восприимчивых была
ограничена сверху предельным значением — инфекционной емкостью
K . При определении инфекционной емкости K были выполнены по-
правки на величину популяционного иммунитета и учитывать, что
не все слои общества, в силу разных моделей социального поведения,
одинаково подвержены опасности заболевания.

В целом приведенные показатели смертности отражают демогра-
фические потери от эпидемии и подтверждают, что для малых стран
человеческие потери более ощутимы при внешнем благополучном со-
стоянии при оценке заболеваемости. Было показано, что величина
показателя для COVID-19 соизмерима с гриппом H1N1. Следует от-
метить, что контагиозность этих двух вирусов напоминает таковую
новой коронавирусной инфекции на начальном этапе развития эпиде-
мии. Однако, исследование системы показал, что анализ заболеваемо-
сти COVID-19 и многочисленные попытки строить прогностические
модели показали неоднозначность результатов, которые зависели от
многих социальных и биологических особенностей.

1 Исследование второго автора выполнено в рамках государ-
ственного задания Министерства науки и высшего образования Рос-
сийской Федерации (код научной темы FZWU-2020-0027)
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ВОЛНЫ СТОУНЛИ НА ГРАНИЦЕ ЖИДКОГО И
ТВЕРДОГО ПОЛУПРОСТРАНСТВ
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Построена математическая модель для исследования процес-
са распространения акустических волн на границе раздела "вода -
песок, насыщенный флюидом". Получены аналитические решения
для давления, перемещений частиц в средах, выведено дисперсион-
ное уравнение для определения зависимости волнового числа k от
частоты. В зависимости от скоростей продольных и поперечных
волн, насыщенности песка водой или газогидратом, найдены скоро-
сти волны Стоунли.

Ключевые слова: акустические поверхностные волны, продольные
волны, поперечные волны, волна Стоунли, песок,газогидрат.

STONELEY WAVES AT THE BOUNDARY OF LIQUID
AND SOLID HALF-SPACES
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A mathematical model is constructed to study the propagation of
acoustic waves at the interface "water-sand saturated with fluid".
Analytical solutions for pressure and particle displacements in media
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are obtained, and a dispersion equation is derived to determine the
dependence of the wave number k on the frequency. Depending on the
velocities of the longitudinal and transverse waves, the saturation of the
sand with water or gas hydrate, the Stonely wave velocities are found.

Key words: acoustic surface waves, longitudinal waves, transverse
waves, Stonely wave, sand, gashydrate.

Одним из способов морских исследований дна водоёмов является
изучение физических свойств подводных грунтов акустическим ме-
тодом, например, при помощи поверхностных волн Стоунли [1,2,3].
Волна Стоунли – это волна, распространяющаяся вдоль границы
жидкого и твердого полупространств [4]. В различных породах ско-
рость распространения продольных и поперечных волн различается,
исследование методом акустического зондирования гидратосодержа-
щих пород позволит по скоростям и поглощению продольных, по-
перечных волн и волн Стоунли определить плотность содержания
газогидратов в пластах, а также масштабы таких пластов.

В данной работе рассматривается распространение плоской гар-
монической поверхностной волны в направлении положительной оси
х вдоль плоской границы z=0 в двух сред: в одном – идеальная жид-
кость, в другом – твердое полупространство. Волна в каждой из сред
представляет собой сумму продольных и поперечных волн. Система
уравнений состоит из уравнений неразрывности, состояния жидко-
сти, импульсов для области жидкости, волновые уравнения для об-
ласти твердого тела. Записывая выражения для смещений и компо-
нентов тензора напряжений, получаем условие существования нетри-
виального решения, которое сводится к дисперсионному уравнению.
На основе данного уравнения и использования значений продольных
и поперечных волн из экспериментальных данных [5] можно устано-
вить связь акустических свойств среды с содержанием воды и гидра-
тов в порах.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного
фонда № 21-11-00207, https://rscf.ru/project/21-11-00207/.
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ДИНАМИКА СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ
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Построена теоретическая модель собственных колебаний жид-
кости в скважине, сообщающейся с пластом. Изучено влияние ос-
новных параметров системы «скважина – пласт» на зависимости
частоты колебаний жидкости, коэффициента затухания и декре-
мента затухания и изучена динамика давления в различных точках
скважины.

Ключевые слова: собственные колебания, собственные частоты,
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A theoretical model of natural oscillations of fluid in a well
communicating with the formation has been built. The influence of the
main parameters of the "well-reservoir"system on the dependence of the
frequency of fluid oscillations, the damping coefficient and the damping
decrement has been studied, and the dynamics of pressure at various
points of the well has been studied.

Key words: natural vibrations, natural frequencies, water hammer,
well, fluid filtration, damped vibrations.

Изучение состояние скважин, а именно, состояние призабойной
зоны имеет важное значение в нефтяной отрасли. В настоящее время
проводятся большое количество работ по повышению дебита скважи-
ны, и дальнейшим необходимым пунктом, после проведенных работ,
является получения информации о таких параметрах призабойной
зоны пласта, как проницаемость, качество перфорации, гидроразрыв
пластов и др. Существуют много методов для изучения данного во-
проса, один из которых – метод акустической спектроскопии[1,2]. В
частности, экспериментальные исследования возмущений жидкости
в скважине при акустической спектроскопии описаны в работе [3],
построена математическая модель и проведено сравнение с промыс-
ловыми данными в [4]. В представленной работе построена матема-
тическая модель для описания колебаний столба жидкости в верти-
кальной скважине, возникающих при резком закрытии или откры-
тии скважины. Для описания модели использованы уравнения со-
хранения масс и импульсов в области скважины, уравнения сохра-
нения масс в области открытого участка скважины, уравнение для
описания упругого режима фильтрации в сообщающемся со скважи-
ной пласте [5]. Применяя решение уравнения в виде стоячих волн с
учетом граничных условий получено характеристическое уравнение
для определение комплексных частот. С помощью данного уравне-
ния проанализировано влияние основных параметров скважины на
изменение частоты колебания, декремента затухания и коэффици-
ента затухания, и исследовано поведение давления в разных точках
скважины.
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Рис. 1. Сравнение зависимости собственной частоты (а),
коэффициента затухания (б), декремента затухания (в) от

коэффициента проницаемости пласта для нефти и воды. 1-нефть,
2-вода.



На рис. 1 показаны зависимости собственной частоты, коэффици-
ента затухания и декремента затухания от проницаемости пласта для
нефти и воды. Видно, что немонотонные зависимости коэффициента
затухания и декремента затухания от коэффициента проницаемости
пласта выявляют нетривиальный эффект.

«Исследование выполнено за счет гранта Российского научного
фонда № 21-11-00207, https://rscf.ru/project/21-11-00207/».
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Секция 9. АКТУАЛЬНЫЕ ПРОБЛЕМЫ
МАТЕМАТИЧЕСКОГО ОБРАЗОВАНИЯ В ШКОЛЕ И
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В работе рассматриваются вопросы о взаимодействии матема-
тики, гидромеханики, механики сплошных сред, механики текучих
жидкостей (флюидов), т.е. вопросы о взаимном влиянии матема-
тики и тех разделов механики, которые развивались во многом бла-
годаря проблемам и задачам добычи нефти и газа.

Ключевые слова: прикладная математика, нефтедобыча, нефтя-
ные месторождения.
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The work deals with the interaction of mathematics, hydromechanics,
continuum mechanics, and fluid mechanics (fluids), i.e., with the mutual
influence of mathematics and those parts of mechanics that have
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Прикладная математика обслуживает не только сферы науки, но
и решает многие инженерно-технические задачи. Наиболее ярко при-
кладная математика проявляет себя в такой традиционной для нее
области, как механика. Механика, по своей сути, есть описание наи-
более общих свойств движущихся или покоящихся объектов с изме-
нением времени.
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Развитие нефтяной и газовой промышленности, в свою очередь,
стимулировало развитие многих направлений и разделов механики.

При этом изменялось понимание роли математики в изучении ре-
альных процессов. Выделим четыре основных периода, которые от-
личаются по методам и подходам к решению практических задач.

В первый период применение математики ограничивалось лишь
применением к техническим расчетам конструкций.

Второй период характеризуется применением математики к
описанию течений флюида в нефтяных и газовых пластах. Этот пе-
риод можно считать романтическим периодом гидромеханики. Были
предложены весьма красивые, неожиданные методы решения задач
математической физики. Нашли свое приложение методы комплекс-
ного анализа, теории аналитических функций, функционального ана-
лиза и другие абстрактные разделы математики. Задачи, рассматри-
вавшиеся в этот период, описывают подземное движение жидкостей
и газов, деформацию пород, термогидродинамические явления, т.е.
процессы, связанные с механическими явлениями, происходящими в
пластах.

Бурный рост нефтегазовой промышленности в нашей стране свя-
зан не только с появлением новых районов добычи, но и с открыти-
ем новых типов месторождений, дальнейшим совершенствованием и
расширением искусственного воздействия на пласты. С другой сторо-
ны, появление вычислительной техники, совершенствование числен-
ных алгоритмов решения подготовили почву для изменения подходов
к решению задач.

Третий период характеризуется переходом от аналитических
методов прикладной математики, как недостаточно эффективных и
трудоемких, к численным и статистическим методам с использова-
нием компьютеров, как достаточно эффективным при практическом
применении, и отрицанием, а иногда и пренебрежением классической
теорией.

Накопление большого количества статистических данных, необхо-
димость прогнозирования, невозможность проведения экспериментов
для проверки создаваемых компьютерных моделей, необходимость
решения новых задач подготовили почву для перехода к четверто-
му периоду – периоду возвращения к аналитическим математиче-
ским моделям. Большое количество задач вновь требуют теорети-
ческого осмысления и обоснования. Новые задачи связаны с разра-
боткой шельфовых и сланцевых месторождений, применением новых
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методов гидроразрыва пласта, новых материалов, использованием га-
зовых гидратов и т.п.

Четвертый современный период применения математики к
задачам нефтедобычи

Исходя из данных о добыче нефти в прошлом и исключая внеш-
ние факторы (например, изменение спроса), модель Хабберта пред-
сказывает дату максимальной добычи нефти для нефтяной залежи
нескольких нефтяных месторождений или всего региона. Эта точка
максимального выхода называется пик.

Геологическая служба США оценивает, что запасы нефти доста-
точны для продолжения добычи в течение пятидесяти-ста лет при су-
ществующей скорости добычи. Исследование мировых запасов неф-
ти, проведенное пятнадцать лет назад, предсказывает возможный
пик нефтедобычи около 2037 г. Рост населения и экономики может в
будущем привести к увеличению спроса на нефть.

Британский Совет по энергетическим исследованиям предсказы-
вает наступления «пика нефти» в 2020-е годы, Международное энер-
гетическое агентство — в 2030 году.

По мнению научного руководителя Института нефтегазовой гео-
логии и геофизики Сибирского отделения РАН А. Конторовича, пик
мировой нефтедобычи придётся на 2030—2040 годы, когда ежегодно
будет добываться около 4,6-4,8 млрд тонн.

Указанные оценки и прогнозы предъявили новые требования к
разделам прикладной математики и механики, решающим проблемы
нефтедобычи. Возникли новые интересные задачи, связанные с ме-
тодами и способами определения направления трещин, создаваемых
гидроразрывом, их размеров, с разработкой сценария ГРП для до-
стижения наибольшего эффекта, моделирования смыкания трещин.
Новые задачи ставят также эффекты повторного гидроразрыва, под-
бор идеальных пропантов (расклинивающих веществ, удерживающих
трещину и не дающих ей смыкаться).

Математиками предложены различные модели, описывающие по-
ведение трещин при проведении ГРП. Созданы также компьютерные
3D модели, позволяющие разглядеть трещину во всех подробностях.

Компьютерные модели требуют обновления, а значит, требуется
новая постановка задач, а также нахождение точных аналитических
решений в простейших идеальных случаях, сравнение их с числен-
ными решениями и с практическими данными. Фактически возник
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«ренессанс» методов математики, применительно к вопросам меха-
ники нефтегазоносного пласта.

Если в предшествующие периоды при решении уравнения пьезо-
проводности использовались в радиальном случае функции Бесселя,
то сейчас находят применение более сложные специальные функции,
например, функции Матье. Сама постановка задач предполагает ис-
пользование более сложных интегро-дифференциальных уравнений.

К сожалению, подавляющая часть работ в настоящее время вы-
полняется учеными не из России. Возможно, сейчас намечается ин-
терес к отечественным разработкам, к созданию собственных про-
граммных продуктов.

В настоящее время в Республике Башкортостан активно ведут-
ся работы в Федеральном государственном бюджетном учреждении
науки Институт механики им. Р.Р. Мавлютова Уфимского научно-
го центра Российской академии наук, Башкирском государственном
университете. Представлены наиболее важные в перспективном раз-
витии направления, такие, как механика жидкости, газа и плазмы –
область, изучающая на основе идей и подходов кинетической теории
и механики сплошной среды процессы и явления, сопровождающие
течения однородных и многофазных сред при механических, тепло-
вых, электромагнитных и прочих воздействиях, а также процессы и
явления, происходящие при взаимодействии текучих сред с движу-
щимися или неподвижными телами.

Задачей механики жидкости, газа и плазмы является построение
и исследование математических моделей для описания параметров
потоков движущихся сред в широком диапазоне условий, проведе-
ние экспериментальных исследований течений и их взаимодействия
с телами и интерпретация экспериментальных данных с целью про-
гнозирования и контроля природных явлений и технологических про-
цессов, включающих движения текучих сред.

В Институте механики им. Р.Р. Мавлютова изучаются реологи-
ческие законы поведения текучих однородных и многофазных сред
при механических и других воздействиях, гидравлические модели и
приближенные методы расчетов течений в водоемах, технологиче-
ских устройствах и энергетических установках, ламинарные и тур-
булентные течения, течения сжимаемых сред и ударные волны, ди-
намика разреженных газов и молекулярная газодинамика, течения
многофазных сред (газожидкостные потоки, пузырьковые среды, га-
зовзвеси, аэрозоли, суспензии и эмульсии), фильтрация жидкостей
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и газов в пористых средах, физико-химическая гидромеханика (те-
чения с химическими реакциями, горением, детонацией, фазовыми
переходами, при наличии излучения и др.), гидромеханика плаваю-
щих тел, пограничные слои, слои смешения, течения в следе, струй-
ные течения, кавитация в капельных жидкостях, гидродинамическая
устойчивость, линейные и нелинейные волны в жидкостях и газах,
тепломассоперенос в газах и жидкостях. Все эти задачи напрямую
или опосредованно связаны с задачами нефтедобычи Наиболее из-
вестны в России и за рубежом работы Р.И. Нигматулина (см. [1, 2]),
В.Ш. Шагапова. (см. [3, 4]). В 2013 г. Шагапов В.Ш. был включен в
топ список самых цитируемых ученых России в области механики.

В наше время отсутствует романтизм второго периода, отсутству-
ет вера в то, что аналитическая механика способна описать любые
физические процессы при правильном построении модели, но и воз-
можности компьютерной техники, возможности численной матема-
тики также подвергаются сомнению. Только соединение этих двух
направлений дает мощнейший инструмент познания.
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Весной 2020 года были введены ограничения, связанные с панде-
мией, что немедленно отразилось на жизни общества и, в частности,
на образовательном процессе в ВУЗах.

Переход на дистанционное обучение повлек за собой значитель-
ное преобразование всего процесса обучения. С одной стороны,
дистанционно-образовательные технологии на тот момент уже при-
сутствовали в Российских ВУЗах и имелся определенный опыт ра-
боты в этом направлении [1], с другой стороны, масштаб развернув-
шихся преобразований поставил новые задачи: и технические, и ди-
дактические.

c© Бенгина Т.А., Лиманова Л.В., Муратова Л.А., 2021
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Различные информационные технологии позволяют создать бла-
гоприятную образовательную среду, обеспечивающую высокий уро-
вень обучения. К средствам дистанционного обучения можно отнести
[2]:

- различные видеоконференции, передающие изображение и звук
в режиме реального времени;

- Chat-общение;
- веб-сервис, веб-конференции;
- FTR серверы;
- электронная почта;
- активные каналы для подписки в сети интернет и пр.
На момент перехода на дистанционный форму обучения, в Самар-

ском государственном техническом университете была уже создана
информационно-образовательная среда, что позволило быстро пере-
строиться на новую форму работы. Был четко определен формат
работы: занятия проходят в онлайн режиме, таким образом, связь
между преподавателем и студентом не теряется.

Перед педагогами стояла задача: изложить материал так, чтобы
студент мог освоить его и задать, при необходимости, вопросы препо-
давателю. Общение преподавателя со студентами осуществлялось по-
средством чата в режиме реального времени. Эта задача относилась
уже к дидактическим, так как перевести весь имеющийся матери-
ал в электронный формат, методически грамотно выстроить процесс
изложения темы было не просто.

При дистанционной форме обучения использовались различные
средства:

- электронные учебники, пособия, методические указания;
- видео- и аудио-уроки;
- обучающие системы;
- программы-тренажеры.
Контроль за усвоением изучаемого материала также осуществ-

лялся в дистанционном формате. Преподаватели организовывали его
по-разному, в зависимости от уровня знаний обучающихся, количе-
ства студентов в группе и своих требований. Например, контрольные
работы выкладывались в строго определенное время и на опреде-
ленный промежуток времени, после окончания, которого студенты
должны были прикрепить свои работы в личном кабинете для про-
верки преподавателем.
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Проведение промежуточной аттестации (зачета, экзамена) также
проходило в онлайн режиме. Студенты были оповещены заранее о
необходимости иметь веб-камеру, любой документ, идентифицирую-
щий личность, и предупреждены о видеозаписи сдачи контрольной
точки. Рабочее место должно было быть видно при обзоре простран-
ства камерой.

Работа в подобном формате сформировала определенный опыт,
которым преподаватели готовы делиться, помогла увидеть преиму-
щества и недостатки сравнительно новой формы обучения, искать
новые резервы, новые виды телекоммуникации.

Использование компьютерных технологий при изучении матема-
тики позволяет лучше раскрыть ее практическую направленность.

К положительным моментам дистанционного преподавания мате-
матики можно отнести:

- наглядность материала, возможность внимательно слушать и
вести диалог с преподавателем и по окончанию занятия составить
конспект, либо воспользоваться готовыми файлами;

- возможность неоднократного возвращения к материалам лекций
или практических занятий;

- индивидуальный подход к обучающемуся;
- большая доля самостоятельной работы студента в освоении пред-

мета с возможностью получения консультации преподавателя;
- относительно большой временной промежуток выполнения за-

даний;
- использование при обучении разнообразных средств и техноло-

гий.
Существенными недостатками дистанционной формы обучения

является огромный объем дополнительной работы преподавателя
(создание новых электронных курсов, перевод в цифровой формат
имеющихся материалов, проверка выполнения заданий в электрон-
ном виде и т.д.), отсутствие, зачастую, мотивации со стороны студен-
та, так как данная форма обучения предполагает высокую степень
осознанности, умения планировать личное время.

Современный мир диктует свои условия, обстоятельства застав-
ляют быть готовым и мобильным для перехода к разным формам
обучения, исследования по данной проблеме начинают активно раз-
виваться, появляются новые методические разработки в этой области
[3, 4].
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В статье раскрываются некоторые приемы решения нестан-
дартных уравнений. Предлагаются методические рекомендации при
организации поиска решения таких уравнений.

Ключевые слова: решение уравнения, метод оценки, область
определения, область значений.
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The article reveals some techniques for solving non-standard
equations. Methodological recommendations are proposed for organizing
the search for solutions to such equations.

c© Воистинова Г.Х., 2021



214 Воистинова Г.Х.

Key words: equation solution, estimation method, domain of
definition, domain of values.

Введение. Очень часто сложный вид уравнения часто приводит
к тому, что большинство обучающихся даже не приступают к их ре-
шению, а действия тех, кто всё-таки приступил к решению, сводят-
ся зачастую к попытке использовать известные методы решения без
учета анализа самого уравнения. Ознакомление с некоторыми мето-
дическими приемами позволит избежать этой проблемы.

Изложение основного материала статьи. Одна из важных
рекомендаций методистов [1, 2] при решении задач - прежде чем при-
ступить к решению задачи следует начать с анализа данных, пред-
ставленных в этой задаче. Не являются исключением и уравнения.
Если стандартные уравнения еще допускают поспешных действий,
как говорится "с места в карьер то при решении нестандартных урав-
нений такая спешка ни к чему хорошему не приведет.

Рассмотрим довольно сложное на первый взгляд уравнение, кото-
рое трудно отнести к какому-либо известному типу.

1) Решить уравнение:
√

5x− x2 − 6 + 3
√
x−π =

√
1− 3x .

Решение сходу ни к чему хорошему не приводит, так в уравне-
нии участвуют три разные функции. Действия тех, кто приступал
к решению, сводились только к возведению обеих частей уравнения
в квадрат, что, конечно, ни к чему хорошему не приводило. Нали-
чие показательной функции не позволяло упростить вид уравнения
возведением в квадрат. И только с помощью наводящих вопросов,
организованных в ходе поиска решения уравнения и анализа его дан-
ных, некоторые обучающиеся начинали рассматривать само уравне-
ние, выделять функции, входящие в него и обдумывать условия су-
ществования решения уравнений, т.е. приступали к анализу области
допустимых значений. После нахождения ОДЗ обучающиеся выяс-
нили, что:

а)
√

5x− x2 − 6 существует при x , принадлежащих промежутку
[2, 3] ;

б) 3
√
x−π — при x из промежутка [π; +∞) ;

в)
√

1− 3x — при x из промежутка (−∞, 1/3] .
Данные промежутки не пересекаются, следовательно, данное

уравнение решений не имеет.
2) Решить уравнение:

√
−x2 + 5x− 6 = 4

√
x−3 − 1 .

Окрыленные успехами после первого уравнения, большинство
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обучающихся начинают свое решение с анализа области допустимых
значений.

Поиск ОДЗ приводит к тому, что область допустимых значений
состоит всего лишь из одного числа 3 . Это свидетельствует о том,
что если решение существует, то только при x = 3 . Простая про-
верка с помощью подстановки x = 3 в уравнение позволяет найти
окончательный ответ: x = 3 — корень уравнения.

3) Решить уравнение: 2 sin2 x

6
cos2

x

12
= x2 +

1

x2
.

Аналогичные действия при решении данного уравнения не дают
результата, так как область допустимых значений - это все числа,
кроме 0 . Но уже некоторые обучающиеся с помощью наводящих во-
просов могут прийти самостоятельно к выводу, что можно анализиро-
вать не только область определения, но и область значений функций,
входящих в уравнение.

Оценивая левую часть уравнения, приходят к выводу, что

2 sin2 x

6
cos2

x

12
≤ 2 , т.е. левая часть не больше 2. Аналогичный ана-

лиз правой части дает неравенство: x2 +
1

x2
= 2 , т.е. правая часть не

меньше 2. Единственно возможное решение, когда левая часть равна

правой части и равна 2. Решим уравнение: x2 +
1

x2
= 2 . Корни урав-

нения: x1 = 1 , x2 = −1 . Подставив их в левую часть уравнения,
убеждаемся, что эти числа не удовлетворяют, т.е. уравнение не имеет
решений.

Выводы. Резюмируя сказанное, сделаем вывод. Прежде чем при-
ступать к решению нестандартных уравнений, полезно сделать снача-
ла подробный анализ самого уравнений: проанализировать вид урав-
нения, попытаться отнести его к известному типу уравнений; вы-
делить функции, входящие в уравнение; проанализировать область
определения (ОДЗ); оценить область значений левой и правой частей
уравнения. И только после этого приступать к решению самого урав-
нения. Ведь довольно часто уже этих мер бывает достаточно, чтобы
решить большой ряд страшных на первый взгляд уравнений.
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НОВЫЙ МЕТОД РАСЧЕТА ЭНЕРГИИ СВЯЗИ И
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В работе выводится формула для расчета энергии связи атом-
ных ядер на основании закона Кулона. Потенциальная энергия
ядерных сил принимается равной по модулю потенциальной энер-
гии электростатического отталкивания. Выводится эмпирическая
формула зависимости коэффициента пропорциональности K от от-
ношения числа протонов в ядре к массовому числу в степени 2/3
Z/A (2/3) . На основании полученных данных об энергиях связи ядер
вычисляется дефект масс и масса покоя.

Ключевые слова: энергия связи, диэлектрическая проницае-
мость, дефект масс, масса покоя.

A NEW METHOD FOR CALCULATING THE BINDING
ENERGY AND REST MASS OF ATOMIC NUCLEI
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The paper provides a formula for calculating the binding energy of
atomic nuclei based on Coulomb’s law. The potential energy of nuclear
forces is assumed to be equal in modulus to the potential energy of
electrostatic repulsion. An empirical formula is derived for the dependence
of the proportionality coefficient K on the ratio of the number of protons
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in the nucleus to the mass number to the power of 2/3 Z/A (2/3). Based
on the obtained data on the binding energies of the nuclei, the mass defect
and the rest mass are calculated.

Key words: binding energy, permittivity, mass defect, rest mass.
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СИСТЕМАТИЗАЦИЯ КЛЮЧЕВЫХ ЗАДАЧ ПО
ГЕОМЕТРИИ И МЕТОДИКА ПОДГОТОВКИ К ЕГЭ
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В работе дан обзор различных пособий по подготовке к ЕГЭ. Как
один из главных недостатков отмечается, что, в основном, во всех
пособиях приводятся задачи с последующим разбором, мало уделя-
ется методике работы над задачами. Отмечается, что для рацио-
нального использования и экономии времени на подготовку следует
системно повторить общие подходы к решению задач и выделить
специальные методы, которые необходимо повторить на подобран-
ных для этой цели задачах. Здесь же приводится авторский подход
к работе над задачами, основанный на умственных ориентирах. Вы-
делены ориентиры трех порядков. Ориентир первого порядка - это
основные этапы решения задач, которые позволяют приступить к
работе над задачей, понять ее. Второй ориентир - стратегия ре-
шения задачи, он определяет направление мышления по преобразо-
ванию задачи. Третий ориентир - способы преобразования задачи. В
качестве основных выделены следующие преобразования: замена ин-
формации по эквивалентности, учет особенностей данных и иско-
мых, вывод следствий, введение вспомогательных элементов, обоб-
щение и конкретизация, разбиение отношений и другие способы по-
лучения из задачи новых задач, например, за счет комбинации вы-
деленных выше способов. Описаны возможности их использования
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при работе над задачами ЕГЭ, а также приведен один из возмож-
ных вариантов наборов ключевых задач, позволяющих эффективно
повторить курс школьного курса планиметрии.

Ключевые слова: задачи ЕГЭ по геометрии, общие походы, ум-
ственные ориентиры, ключевые задачи, планиметрия.

THE SYSTEM OF KEY PROBLEMS IN GEOMETRY AS
AN EFFECTIVE ELEMENT OF THE METHODOLOGY OF

PREPARATION FOR THE EXAM
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The paper provides an overview of various manuals for preparing for
the exam. As one of the main shortcomings, it is noted that, in general,
all the manuals provide tasks with subsequent analysis, little is paid to
the methodology of working on tasks. It is noted that for rational use
and saving time for preparation, general approaches to solving problems
should be systematically repeated and special methods should be selected
that must be repeated on tasks selected for this purpose. Landmarks of
three orders are highlighted. The first-order guideline is the main stages
of solving problems, which allow you to start working on a problem,
to understand it. The second reference point is the strategy for solving
the problem, it determines the direction of thinking for transforming the
problem. The third guideline is how to transform the task. The following
transformations are highlighted as the main ones: replacing information
by equivalence, taking into account the features of the data and the
desired ones, deriving the consequences, introducing auxiliary elements,
generalizing and concretizing, splitting relations and other methods of
obtaining new problems from the problem, for example, by combining the
methods highlighted above. It also provides the author’s approach to work
on tasks, based on mental guidelines. The possibilities of their use when
working on the tasks of the Unified State Exam are described, and one of
the possible options for the sets of key tasks is given, which allows you to
effectively repeat the course of the school course of planimetry.

Key words: use problems in geometry, General trips, mental reference
points, key tasks, planimetry.

Введение. Особое беспокойство в подготовке школьников вызы-
вает уровень освоения геометрии. Согласно статистике, приведенной
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в [1], "низки результаты выполнения геометрических задач, причем
как планиметрических (задания 8, 15), так и стереометрических (за-
дания 13, 16); к сожалению, с этими заданиями справляются только
наиболее подготовленные участники экзамена. Это свидетельствует о
концептуальных недостатках в обучении геометрии, о необходимости
пересмотра традиционных систем обучения и создания единой линии
изучения геометрии с 1 по 11 класс на основе единых дидактических
подходов к результатам обучения и содержания образования, с суще-
ственным акцентом на развитие геометрической интуиции, нагляд-
ных геометрических представлений, с учетом возрастных особенно-
стей обучающихся".

Выяснение причин слабого усвоения геометрии требует специаль-
ного исследования, однако некоторые из них достаточно очевидны.
Такое положение дел вызвано, в первую очередь, сокращением ко-
личества часов на изучение геометрии (15 лет назад было 3 часа в
неделю, сейчас только 2), особенностью геометрического материала:
освоение фактов требует пространственного воображения, задачный
материал обладает особенность заключающейся в том, что каждая
задач не похожа на предыдущую.

Введение ЕГЭ придало большое значение повторению геометрии
и системе подготовки к единому экзамену. Появилось большое ко-
личество методической литературы в помощь по подготовке к ЕГЭ.
Так Балаян Э.Н. [2] предлагает в целях экономии времени задачи
формулировать на чертежах. Черняк А.А. [3] задачи разбиты на од-
нотипные группы, каждая из которых предваряется методическими
советами и комментариями, общими алгоритмами и подходами, под-
сказывающими единые эффективные приемы решения. Особое место
занимают пособия [4,5], в которых представлен широкий круг слож-
ных задач с решениями. Разбор решений задач полезен, но слабо
вырабатывает умения по поиску их решений. Вольфсон Б.И. [6] счи-
тает, что важны этапы решения задач, основное внимание необходимо
уделить освоению каждого из них учащимися.

Техника решения геометрических задач детально изложена в из-
вестном пособии Е.В. Потоскуева [7]. В отличие от большинства дру-
гих руководств, не носящих методического характера, данное пособие
ставит своей целью обучить учащихся методам и приемам решения
геометрических задач. Для этого из всего многообразия геометриче-
ских задач выделяются классы, объединенные общей идеей и стан-
дартной техникой решения. Объясняется, в чем именно состоит идея
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задач того или иного класса и какова методика их решения. Такой
подход определил как расположение материала, так и подборку за-
дач для самостоятельных упражнений, приведенных в конце каждого
параграфа.

Кроме указанных имеется большое количество работ, в которых
без какой-либо систематизации приводятся наборы задач с подроб-
ными решениями.

Обзор методической литературы показывает, что проблема улуч-
шения обучения геометрии актуальна, однако в работах решаются
лишь отдельные ее стороны. Работа Э.Н. Балаяна, например, полез-
на только тем, кто по условию задачи может самостоятельно строить
чертеж. В других представленных работах приведены различные си-
стематизации, как материала геометрии, так и методов решений за-
дач, однако нельзя их назвать совершенными системами. На это же
указывает и многообразие авторских подходов.

Цель работы: провести краткий обзор методик обучения реше-
нию задач по математике; описать авторский подход к работе над
задачами и его реализацию при подготовке учащихся к ЕГЭ; пред-
ставить один из многократно апробированных авторами подходов си-
стематизации ключевых задач для эффективного повторения курса
геометрии.

Основная часть. При подготовке учащихся ЕГЭ по геометрии
учитель и ученики ограничены по времени и повторение всех разде-
лом геометрии возможно лишь при специальном структурировании
материала. В методической литературе такой подход не нов. Так, в
системе работы Р.Г. Хазанкина, как само изучение, так и повторение
шло через систему ключевых задач [8]. В пособиях по геометрии Ша-
рыгина И.Ф. и в различных пособиях для абитуриентов предлагаются
системы опорных задач. Следует отметить, что Хазанкин Р.Г. не раз
подчеркивал при обсуждении списка ключевых задач, что он явля-
ется индивидуальным для каждого учителя. В пособии Шарыгина
И.Ф. [7, 9], и других авторов по подготовке к конкурсным экзаменам
в вузы списки задач приводятся. Но остается открытыми вопросы,
почему именно эти задачи попали в этот список? Что изменится, ес-
ли ту или иную задачу исключить из списка?

Обсуждение принципов составления системы опорных задач по
геометрии позволило бы, с одной стороны, учителям математики по-
высить свой профессиональный уровень, а с другой стороны, помочь
ученикам эффективно повторить курс геометрии. В работе предла-
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гается один из возможных подходов при выборе опорных задач, по-
казавший свою эффективность на практике.

Следуя И.Ф Шарыгину, выделим опоры - как метод и опоры - как
факт.

По степени общности можно выделить следующие классы прие-
мов решения: 1) конкретных, отдельных задач; 2) задач некоторого
типа; 3) задач некоторого класса; 4) общие приемы решения матема-
тических задач.

Разработкой общих приемов решения задач занимается эвристи-
ка, поэтому общие приемы решения математических задач называют-
ся эвристическими. Наиболее известные попытки создать стройную
систему эвристик принадлежат Г. Декарту, Г. Лейбницу, Б. Больца-
но, Л. Эйлеру, Ж. Адамару, Д. Пойа.

В методической литературе в основном различают два эвристи-
ческих приема поиска решения задач:1) прием, основанный на прин-
ципе "парадигмы"; 2) прием, основанный на принципе "по части -
целое".

В зависимости от сложности задачи можно использовать каждый
из названных приемов в отдельности или их сочетание.

Л.М. Фридман [10], анализируя используемые ныне учителями
школ методики обучения решению задач, отмечает, что их можно
разбить на следующие три вида:

1. Все задачи, которые необходимо прорешать, разбиваются на
многочисленные виды. Для каждого вида задач разрабатывается ти-
повой способ решения, который учитель демонстрирует (выводит) на
нескольких примерах-задачах.

2. В процессе обучения кроме типовых задач решается боль-
шое число разнообразных, так называемых развивающих задач. К.И.
Нешков, А.Д. Семушкин пишут: "... наибольшая польза от этих задач
получается тогда, когда они решаются без предварительной подго-
товки, когда они достаточно разнообразны по содержанию и по спо-
собам решения". По мнению Л.М. Фридмана, авторы уповают на при-
родные способности учащихся, а поэтому этот метод помогает только
"сильным"(способным) учащимся.

3. Учащимся даются эвристические схемы процесса решения за-
дач или поиска способа решения, подобных тем, которые приведены
в конце книги Д. Пойа [11].

Несомненно, использование этого метода в сочетании с первыми
двумя явилось большим шагом вперед в развитии методики обуче-
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ния решению задач. Эвристические схемы, которые в разных вариан-
тах давались учащимся, настолько общие и абстрактные, что их ис-
пользование приносило пользу лишь наиболее развитым учащимся, а
остальные эти схемы практически не научились применять. Указания
типа "Понять предложенную задачу"или "Сформулировать отноше-
ние (отношения) между неизвестными и данными"[11] мало помога-
ют в поиске способа решения задачи.

К настоящему времени имеется достаточно много различных ме-
тодик обучения решению задач, хорошо зарекомендовавших себя на
практике. Не претендуя на полноту, перечислим лишь те, что нам
хорошо известны и оставили заметный след в формировании пред-
ставлений авторов о процессе решений задач.

1. Структурный подход, разработанный Ю.М. Калягиным и про-
долженный рядом авторов, и, видимо, наиболее значимо В.И. Крупи-
чем [12]. Согласно которому, в задаче выделяются структурные эле-
менты и отношения, и в зависимости от того, что является искомым
элемент или отношение организуется поиск плана решения задачи.

2. Беда, а может и трагедия общеобразовательной школы, заклю-
чается в том, что в содержании тем, обязательных для изучения на
уроках, включены лишь некоторые методы решений задач. Поэтому
для обучения решению задач либо необходимо перестроить организа-
цию учебного процесса так как, например, это сделано в системе Р.Г.
Хазанкина [8], либо нужны дополнительные - внеклассные занятия
такие, как, например, в заочной физмат школе МФТИ.

В системе Р.Г. Хазанкина урок решения ключевых задач - основа
обучения учащихся работе над задачами. Один из возможных вари-
антов подготовки данного урока может быть реализован в следующей
последовательности:

1. Изучение программы и определение умений, которые должны
быть сформированы у всех учеников после изучения темы.

2. Систематизация методов решения задач по изучаемой теме.
3. Отбор ключевых задач по изучаемой теме.
4. Проработка ключевых задач по определенной теме.
5. Выбор методов решения ключевых задач, которые будут ис-

пользованы при работе с учащимися.
6. Изучение затруднений и возможных ошибок учащихся при реа-

лизации отобранных алгоритмов, их диагностика, способы предупре-
ждения их преодоления.

7. Обоснование последовательности разбора ключевых задач.
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8. Планирование проведения урока.
Примерами реализации такой схемы можно ознакомиться в [8].
Замечание. При выделении методов решения задач по теме следу-

ет помнить о типичной ошибке - попытке выделить методы решения
при работе над сложными задачами. Сложность задач во многом и
обусловлена тем, что она имеет практически единственный метод ре-
шения. Заметим также, что понятия сложность и трудность задачи
в методической литературе имеют вполне определенную трактовку.

Сложной, интересной и важной работой является работа по по-
вторению методов решения задач. В системах Р.Г. Хазанкина, А.В.
Ефремова, В.Ф. Шаталова и некоторых других, но не в обычных
школах, этому уделяется специальное внимание.

Для формирования у учащихся умений решать задачи учитель
должен иметь достаточное число упражнений. Как правило, в учеб-
никах и задачниках имеются упражнения на основные методы, но
учесть все конкретные особенности учащихся они не могут. Поэтому
перед учителем довольно часто возникает проблема - найти задачу с
"определенными свойствами". Но на поиски затрачивается слишком
много времени, да, заканчиваются такие поиски не всегда успешно.
Гораздо эффективнее знать методы составления задач и, пользуясь
ими, конструировать задания.

Несколько слов о заочной физико-математической школе МФТИ.
Система заданий, разработанных ими, направлена на ознакомление с
основными методами решения задач. У школы богатый, многолетний
опыт, оформленный в кратких методичках, составленных в помощь
ученикам. В каждой из которых последовательно знакомят учащихся
с дополнительным теоретическим материалом, с методом (или мето-
дами); задания выстроены в порядке усиления их сложности. Задачи
не повторяются, применение метода (методов) показано в различных,
в том числе, неожиданных случаях и их достаточно не только для
знакомства, но и для полного усвоения метода. Для тех, кто желает
изучить методы решений математических задач, эта школа является
интересным и полезным дополнением к обычной.

Как отмечает И.Ф. Шарыгин: "Искусство решать задачи осно-
вывается на хорошем знании теоретической части курса, знании до-
статочного количества геометрических фактов, не вошедших в этот
курс, и владении определенным арсеналом приемов и методов реше-
ния геометрических задач. Поэтому представляется полезным выде-
лить некоторое множество задач (будем называть их опорными), в
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которых формулируется некоторый факт, достаточно часто исполь-
зуемый в задачах, либо иллюстрируется какой-либо метод или прием
решения задач. Соответственно мы будем различать две разновидно-
сти опорных задач: задача-факт (задача-теорема) и задача-метод".
Примерами опорных задач можно ознакомиться в пособиях [7, 9].

Л.М. Фридман пишет: "Решение задачи есть сложная умствен-
ная деятельность. Для того, чтобы сознательно овладеть ею, надо,
во-первых, иметь ясное представление о ее объектах и сущности, во-
вторых, предварительно овладеть теми элементарными действиями
и операциями, из которых состоит эта деятельность, и, наконец, в-
третьих, знать основные методы ее выполнения и уметь ими пользо-
ваться. К сожалению, современная методика обучения решению за-
дач ни первого, ни второго, ни третьего не содержит. Поэтому она
неэффективна"[10].

Далее он отмечает, что необходимо дать учащимся основы, на базе
которых только и можно сформулировать у них навыки сознательной
и разумной деятельности по решению задач.

Эти основы, по его мнению, состоят из трех частей:
1. Задача. Структура задачи. Сущность решения задач.
2. Навыки по использованию первой части.
3. Знание общих методов решения задач.
"Для решения нестандартных задач учащиеся сами должны изоб-

рести (составить) способ их решения. Чтобы поиск и способ решения
таких задач производились учащимися разумно, по определенному
плану, они должны уметь пользоваться общими эвристическими ме-
тодами решения математических задач. Эти общие методы следует
сообщать учащимся постепенно, иллюстрируя их достаточным чис-
лом примеров"[10].

Решение задачи - это специфическая умственная деятельность и
для продуктивного его выполнения необходимы умственные ориенти-
ры [13]. Именно их отсутствие, с нашей точки зрения, является одним
из существенных недостатков имеющихся систем обучения решению
задач по математике.

Предлагается выделить ориентиры трех порядков [14]. Ориентир
первого порядка должен помочь осмыслить задачу. Таким ориенти-
ром могут служить этапы решения задач.

Решение любой задачи условно можно разбить на восемь этапов,
как сделано в [15] или на четыре этапа:

1. Изучение задачи,
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2. Поиск решения задачи и составление плана или выделение уз-
ловых моментов какого-либо способа решения,

3. Реализация плана решения,
4. Изучение выполненной работы - решения.
Процесс изучения задачи в школьном курсе математики достаточ-

но подробно представлен в школьном курсе и в различных пособиях
по решению задач. Поэтому здесь лишь отметим, что на этом этапе
выделяется в задаче, что задано, что требуется найти или доказать,
строят схемы или чертежи, помогающие понять задачу.

Самым трудным всегда остается поиск решения задачи. Здесь
должны помочь ориентиры второго и третьего порядков.

Ориентир второго порядка указывает, что при поиске решения
задачи мышление должно быть направлено на то, чтобы из нестан-
дартной задачи получить стандартную или задачу, решение которой
решаемому известен.

Значит, для того, чтобы ученики умели решать задачи, необходи-
мо:

1. Научить решать стандартные (ключевые или опорные) задачи.
2. Сформировать достаточно широкий банк стандартных задач.
3. Научить способам сведения новых задач к стандартным.
В качестве способов получения из задачи новой предлагаются сле-

дующие [14]:
1. Замена информации по эквивалентности
2. Учет особенностей данных и искомых.
3. Вывод следствий.
3. Введение вспомогательных элементов.
4. Обобщение и конкретизация.
5. Разбиение отношений.
6. Какие-либо другие способы получения из задачи новых задач,

например, за счет комбинации выделенных выше способов.
Таким образом, третьим ориентиром должны стать способы по-

лучения из задачи стандартные задачи. Тогда решение задачи пред-
ставляется следующим образом: изучается задача и если она незна-
комая, то берется первый способ и задача преобразуется в новую;
если полученная задача снова незнакомая, процедура повторяется,
используя другой способ. Сначала перебираются известные способы,
затем - комбинации известных способов.

Конечно, направление мышления при поиске решения задачи за-
висит от кругозора, уровня образования, от психологических особен-
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ностей, интуиции решаемого, а также от структуры задачи и многих
других факторов. Кроме того, есть круг задач даже школьного кур-
са, для решения которых необходимы специальные знания, такие как
принцип Дирихле, метод инвариантов и т.п. Некоторые из них для
тех, кто занимаются олимпиадными задачами, являются достаточно
шаблонными и в этих случаях решаемому необходимо просто знать
признак применимости метода. Подчеркнем еще раз, что объектом
изучения должны стать не только то, как применить тот или иной
метод, но и признаки применимости методов!

В школьном курсе математики ученики в основном решают стан-
дартные задачи, а нестандартные задачи решают лишь эпизодически.
Поэтому первым из умений они в большинстве случаев овладевают,
но теряются при решении незнакомых задач.

Для того, чтобы обучение способам сведения к стандартным зада-
чам шло успешно, во-первых, необходимо отобрать задачи, которые
сводятся к стандартным одним и тем же способом; во-вторых, рас-
положить эти отобранные задачи по возрастающей сложности, на-
пример так, как в пособии авторов [14]. Получается набор задач, или
цикл задач, по терминологии Г.В. Дорофеева, связанных с общим
приемом поиска решения, образующие ”окрестность” этой задачи (по
той же терминологии).

Следует заметить: во-первых, в силу того, что способы сведения
задач к стандартным редко применяются по отдельности, и в методи-
ческой литературе термин ”способ” применяется по-разному, то, как
приведенное разбиение на способы, так и сами названия способов, яв-
ляются условными и не обязательными; во-вторых, список способов
не окончательный и может быть продолжен; в-третьих, авторы дале-
ки от идеи абсолютизации в методике обучения решению задач общих
подходов. По нашему мнению такая методика должна строиться на
разумном сочетании общих и частных методов.

Следует отметить что опоры – как метод и опоры – как факт вза-
имосвязаны, так как каждый метод реализуется на конкретном мате-
риале. Поэтому выделять методы решений задач удобно на опорных
задачах. Приведем примерный набор части опорных задач по геомет-
рии, раскрывая логику их систематизации.

По точному выражению Шарыгина И.Ф. "Сердце геометрии - это
треугольник, а окружность - его душа". Отдавая дань памяти этого
выдающегося человека, отметим, что список задач должен начинать-
ся с задач о треугольнике.
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В школьном курсе геометрии изучаются три общеизвестных при-
знака равенства треугольников, хотя признаков существует бесконеч-
но много. Остальные сводятся к этим трем. Что следует из них - лю-
бой треугольник, при надлежащем выборе, однозначно определяется
тремя элементами, один из которых линейный. Построения примеров
неоднозначного определения треугольника по трем элементам оста-
вим на самостоятельную работу.

Выделим основной, на взгляд авторов, способ задания треуголь-
ника и покажем, как сводятся остальные к рассматриваемому.

Задача 1. В треугольнике ABC известны длины сторон |AB| =
c, |AC| = b и величина угла ∠BAC = α .

Найти: |BC| , ∠B, ∠C, ma, mb, mc, la, lb, lc, ha, hb, hc, r, R, S .
Задача является ключевой по многим причинам. Во-первых, здесь

повторяются основные теоремы и формулы, применяемые при реше-
нии треугольника; во-вторых, задача позволяет оценить и сравнить
теоремы косинусов и синусов и избежать часто встречающейся ошиб-
ки, когда при нахождении угла треугольника используют теорему си-
нусов; в-третьих, есть возможность повторить часто встречающиеся
дополнительные построения, например, при нахождении ma , удвое-
ние медианы; в-четвертых, при выводе формул для нахождения дли-
ны биссектрисы la и радиуса вписанной окружности r повторить
признак применимости и сам метод площадей; в-пятых, дает возмож-
ность рассмотреть различные обобщения, например, с одной стороны,
обобщением треугольника является многоугольник, то показать, что
формула r = S

p распространяется на n -угольники, в которые мож-
но вписать окружности, а заодно определить условие существования
вписанной окружности; с другой стороны, обобщением треугольника
является тетраэдр, это позволяет повторить признак применимости
и метод объемов, а также распространить формулу r = 3V∑n

i=1 Si
на

многогранники, в которые можно вписать сферу. Здесь же можно
вспомнить выводы различных формул для площади треугольника,
частные случаи известных формул для случая прямоугольного тре-
угольника.

Если же треугольник задан тремя другими элементами, то нетруд-
но показать, что для определения всех элементов треугольника таким
же способом, как в задаче 1, достаточно предварительно решить си-
стему трех уравнений с тремя неизвестными A, b, α , то есть, возмож-
ность сведения решения задачи к знакомой равносильна решению, в
общем случае, нелинейной системы уравнений.
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Рассмотренный пример отражает план повторения свойств парал-
лелограммов, ромбов, трапеций: 1) признаки равенства, 2) основной
способ задания, 3) выводы формул для вычисления элементов фигу-
ры, 4) сведение других способов задания фигуры к основному.

Завершить повторение раздела можно разбором решения задачи
следующего типа: в трапеции ABCD ∠A = 500 , ∠B = 400 , |MN | =
4 , M и N – середины оснований AB и CD трапеции соответственно;
средняя линия трапеции равна 4. Найти основания трапеции.

Задача полезна тем, что здесь удобно, во-первых, показать, что
решение многих задач планиметрии сводится к решению треуголь-
ников, во-вторых, повторить дополнительные построения в задачах
на трапеции. В рассматриваемом случае построением A1N ||AD ,
NB1 ||CD , задача сводится к решению треугольника A1NB1 , ко-
торого известны два угла и медиана.

Следующий тип задач, обязательный для повторения: в тре-
угольнике ABC , заданы отношения AB1:B1C , A!1:!1B , где B1 ∈
AC, C1 ∈ AB . Определить: 1) в каком отношении делит точка пе-
ресечения прямой AO и отрезка BC , 2) в каком отношении делит
точка O отрезки BB1 или CC1 .

Такие задачи допускают много способов решения: 1) сведением к
подобию треугольников, 2) сведением к теоремам Менелая и Чевы,
3) с помощью векторов, 4) методом координат и др. Первый способ
простой, но громоздкий, остальные требуют дополнительных фактов,
не входящих в обязательную школьную программу. Как показывает
наш опыт, наиболее рациональным здесь является использование ме-
тода центра масс. Указанного типа задачи часто встречаются на ЕГЭ
как подзадачи, использование метода позволит сэкономить время на
их решение.

Выводы о различных свойствах вписанных и описанных фигур
важны для повторения метода вспомогательной окружности. Даль-
нейшее повторение целесообразно организовать по следующему пла-
ну. Доказать последовательно утверждения: 1) о величине централь-
ного угла, 2) о вписанном угле, 3) угол между двумя пересекающи-
мися хордами, 3) угол между двумя непересекающимися хордами,
4) угол между касательной и хордой, 5) теорема Евклида о степени
точки относительно окружности, 6) внутреннее и внешнее касание
двух окружностей, 7) свойства четырехугольника, в который вписана
(описана) окружность, возможные обобщения на случай многоуголь-
ников, 8) метод вспомогательной окружности. Завершить повторение
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раздела можно решением задач следующего типа:
1. Высота, биссектриса и медиана, исходящие из одной вершины

треугольника, делят угол при этой вершине на четыре равные части.
Определить углы треугольника.

2. Доказать, что высоты треугольника являются биссектрисами
педального треугольника, образованного основаниями высот данного
треугольника.

3. На стороне AB ромба ABCD, где ∠A = 600 , выбрана точка
M , а на стороне BC – точка N так, что ∠MDN = 600 . Определить
величину угла ∠DMN .

Такой подход к работе над такими задачами позволяет, с одной
стороны, повторить основные факты и методы, с другой, – показать
эффективность общих подходов работы над задачами. Самое главное
– позволяет существенно сэкономить время на повторение при подго-
товке к ЕГЭ. Заметим, что, если единообразно рассмотреть пирами-
ды, призмы, круглые тела и добавить сечения тел и их комбинации,
то многие идеи изложенного легко применить при повторении сте-
реометрии. И, по существу, вспомнить все необходимое по геометрии
для сдачи ЕГЭ.
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Аннотация: обосновывается роль метода проектов в обеспече-
нии качества подготовки специалистов в соответствии с потреб-
ностями современного общества, даются методические рекоменда-
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ции по составлению рабочей программы дисциплины "Математи-
ка"с учетом формирования соответствующих компетенций. Рас-
сматривается структурная схема формирования компетенций при
изучении математики в техническом ВУЗе, указываются место
и значение различных видов учебных занятий (лекций, практиче-
ских занятий, самостоятельной работы). Математическая компе-
тентность будущих инженеров формируется в результате синте-
за усвоенных математических знаний и методов при их использова-
нии в решении профессионально направленных задач, лежащих вне
предмета математики. Показывается, что задачи практического
содержания с реальной постановкой вопроса способствуют понима-
нию студентами междисциплинарных связей математики с дру-
гими предметами.

Ключевые слова: педагогические технологии, модели обучения,
метод проектов, личностно-ориентированное обучение, компетен-
ции, математическое образование, способности, мотивация, каче-
ство образования.

FEATURES OF DISTANCE TEACHING MATHEMATICS
AT THE UNIVERSITY

Okhtya N.V.
Samara State Technical University, Samara, Russia;

n.ohtya@yandex.ru

Annotation:explains the role of project method in ensuring the quality
of training of special-ists in accordance with the needs of modern society,
guidelines for the preparation of the work pro-gram of discipline of
"Mathematics"through the development of appropriate competencies. The
structural scheme of competence formation in the study of mathematics
at a technical University is considered, and the place and significance of
various types of training sessions (lectures, practical classes, independent
work) are indicated. The mathematical competence of future engineers is
formed as a result of the synthesis of acquired mathematical knowledge
and methods when they are used in solving professionally directed
problems that lie outside the subject of mathematics. It is shown that
problems of practical content with a real statement of the question
contribute to students ’ understanding of interdisciplinary connections
of mathematics with other subjects.



232 Охтя Н.В.

Key words: pedagogical technologies, learning models, project method,
personality-oriented learning, competencies, mathematical education,
abilities, motivation, quality of education.

За последнее время преобразования в системе образования харак-
теризуются не только содержанием, но в значительной мере опреде-
ляются ее структурой и управлением. Важным шагом реформиро-
вания стала замена прямого государственного контроля деятельно-
сти образовательных учреждений механизмом государственной ре-
гламентации их деятельности[1; 2]. Процесс трансформации содержа-
ния и структуры образовательной системы потребовал применения
инновационных технологий обучения, обеспечивающих порождение
познавательных мотивов, интереса к будущей профессиональной де-
ятельности, условий для творчества в обучении.

Понятие "качество образования"имеет самые различные толко-
вания, связанные в первую очередь с целями системы образования.
Согласно исследованиям Международного института планирования
образования качество образования - очень широкое понятие и рас-
сматривается, прежде всего, как "качественные изменения"в учебном
процессе и в среде, окружающей обучаемого, которые можно иден-
тифицировать как улучшение знаний, умений и ценностей, приобре-
таемых обучаемым по завершении определенного этапа. Повышение
качества образования связано с созданием дидактических и психо-
логических условий понимания процесса взаимодействия и общения
преподавателя и учащихся, направленного на достижение объединя-
ющей их цели - высокого уровня подготовки будущих специалистов.

Повышению качества образования в процессе обучения, может
служить проектное обучение, побуждающее учащихся проявлять
способности: к осмыслению своей деятельности с позиций ценностно-
го подхода, к целеполаганию, к самообразованию и самоорганизации,
к синтезированию и обобщению информации из разных источников,
умению делать выбор и принимать решения. С внедрением проект-
ного метода обучения, в основе которого лежат исследовательская
и творческая деятельность, появляется возможность углублять и за-
креплять знания, выполнять социальные заказы общества. «Все, что
я познаю, я знаю, для чего это мне надо и где и как я могу эти зна-
ния применить» – это основной тезис современного понимания метода
проектов [3, с. 43]. Проектная методика дополняет традиционную си-
стему вузовского образования, является новой технологией обучения,
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более тесно связанной с жизнью, практикой, стимулирует студентов
самоутверждаться и самореализовываться в разнообразной учебной
и практической деятельности. Она помогает освоить новые способы
деятельности на основе интегрированного содержания. Используя по-
тенциал информационных ресурсов, метод проектов позволяет выве-
сти образовательный процесс за пределы ВУЗа.

Одним из наиболее распространенных видов исследовательского
труда является метод проектов. Применение метода проектов направ-
лено на повышение исследовательской деятельности учащихся, что
развивает познавательную деятельность учащихся. В образователь-
ных стандартах обязательной частью учебного процесса становится
подготовка проектов. Одним из ведущих направлений в профессио-
нальной деятельности бакалавра и магистра является проектная де-
ятельность, которая предполагает умение проектировать, оценивать
проекты и управлять ими. Поэтому одна из целей высшей школы
– подготовить бакалавра и магистра, умеющего осуществлять про-
ектную деятельность. В последнее время в отечественной педагогике
инициируется интерес к методу проектов, как технологии, направлен-
ной на решение важных образовательных стратегий[4, с. 57]. Ныне
проектные технологии обучения выступают в качестве альтернативы
традиционных лекционно-семинарских, которые в современных усло-
виях глобализации знаний и бурного роста научной информации не
в состоянии обеспечить образовательные потребности социума.

С учетом выше изложенного незыблемым является утверждение,
что превращение учащегося в субъект учебной деятельности проис-
ходит только после появления у него цели собственной деятельно-
сти. Процесс обучения должен быть ориентирован в первую очередь
на "выращивание"такой цели. Этому наиболее полно отвечает метод
проектов – как педагогическая технология, направленная на переори-
ентацию процесса обучения с конечных результатов на сам процесс
овладения учащимся этими результатами и осознания им способов де-
ятельности и значимости для себя самого процесса учения. Такими
характеристиками обладает инновационное обучение по сравнению с
традиционным обучением. Ранее проведенный нами сравнительный
анализ моделей традиционного и проектного обучения представлен в
работе [5].

Важной составляющей образовательного процесса в вузе является
формирование такой структуры дисциплин, которая позволит опре-
делить и целенаправленно управлять той частью необходимых зна-
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ний и умений в профессиональной деятельности специалиста, кото-
рая зависит и от данной учебной дисциплины.

Математическое образование в техническом ВУЗе занимает осо-
бое место, поскольку устанавливает межпредметные связи за счет
применения аналогии, интуиции, сравнения. Содержание и уровень
изложения учебного материала по математике определяется рабочей
программой и рекомендованными учебными пособиями с учетом при-
влекаемых учебных ресурсов, в том числе видов учебных занятий.
Следует отметить, что при разработке структуры математической
дисциплины основной задачей является четкое определение перечня
разделов (тем), их взаимосвязь с предшествующими и последующими
дисциплинами, содержания разделов по темам и затрат времени на
аудиторные и внеаудиторные виды занятий [6]. В связи с этим возрас-
тает актуальность правильного выбора структуры рабочей програм-
мы при ее проектировании с целью активизации учебного процесса и
осуществления контроля ритмичности освоения содержащихся в ней
разделов студентами.

На кафедре высшей математики Самарского государственного
технического университета особое внимание при составлении рабо-
чих программ уделяется проектированию комплексов индивидуаль-
ных заданий, построенных по возрастанию степени сложности, ко-
торые позволяют двигаться вперед, выстраивать систему своих зна-
ний, исходя из собственных возможностей и устремлений, что спо-
собствует включению в проектную деятельность самих студентов.
Индивидуальные задания погружают в изучаемый материал, разви-
вают самостоятельные навыки. Выполнение индивидуальных зада-
ний способствует подготовке студента к профессиональной деятель-
ности, стимулирует к исследовательской деятельности, а также пред-
полагает гуманистические основы, на значимость которых в учебно-
воспитательном процессе указывали Д. Дьюи, В.А. Сухомлинский,
Л.Н. Толстой, К.Д. Ушинский.

Важным в освоении такой дисциплины как математика, являет-
ся пра-вильный подбор задач при изучении того или иного раздела.
Любая задача – это маленькая проблема, решение которой бросает
вызов интеллекту студента, поэтому размышления над задачами раз-
вивает сообразительность и повышает уровень грамотности челове-
ка. При решении математических задач достаточно часто приходится
формулировать, записывать в различных формах и математических
моделях одно и то же утверждение с целью установления определен-
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ной аналогии в задачах, что позволяет определить метод решения
и найти его различные варианты. Знания специалистов техническо-
го профиля характеризуются не только количеством, но и качеством
связей между ними. Необходимые смысловые связи будут образовы-
ваться, если в процессе обучения отдельные явления будут изучаться
не изолированно, а как часть единого целого, что со-действует раз-
витию конструктивно-моделирующих исследовательских умений [7,
с. 169].

Оценка качества подготовки студентов при этом осуществляется
по результатам педагогических измерений, которые представлены в
рабочих про-граммах как степень освоения дисциплины основной об-
разовательной программы на каждом этапе изучения соответствую-
щего ей учебного материала государственного образовательного стан-
дарта.

Совместная проектная деятельность преподавателя, заключаю-
щаяся в умении выделить при составлении учебных рабочих про-
грамм наиболее важные компетенции в изучении дисциплины, с од-
ной стороны и индивидуальная работа студентов, направленная на
решение мини-проектов с другой стороны, положительно отражается
на усвоении профессионально-значимых дисциплин студентами ВУ-
За. Использование метода проектов в учебной деятельности – одно из
определяющих педагогических условий системы подготовки студен-
тов к научно-исследовательской деятельности в условиях непрерыв-
ного профессионального обучения. Метод проектов позволяет глубже
проникать в суть явлений, развивает мышление, помогает формиро-
вать гражданскую позицию и систему общественных ценностей уча-
щихся, а также мотивирует и активизирует познавательные процессы
учащихся – внимание, восприятие, мышление, память, воображение,
повышает интерес к предмету, что способствует повышению качества
образования.
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Идея моделирования педагогических ситуаций в системе профес-
сиональной подготовки будущих учителей хотя и не является новой,
однако не теряет своей актуальности по сей день. Это связано, во-
первых, с тем, что педагогические ситуации пронизывают всю дея-
тельность учителя-практика, то есть являются составной частью бу-
дущей профессиональной деятельности студента и потому должны
входить в содержание его профессиональной подготовки. С другой
стороны, моделирование педагогических ситуаций, используемое как
метод обучения в учебном процессе, анализ различных возможных
решений этих ситуаций позволяет формировать качественное прак-
тическое мышление будущего специалиста, основанное на "примене-
нии знаний всеобщего к частным ситуациям деятельности"[2]. Из-
вестный отечественный ученый Борис Михайлович Теплов, проведя
в свое время психологическое изучение мышления великих полковод-
цев, результаты которого изложены в его замечательной работе "Ум
полководца высоко оценил роль практического мышления. Интерес-
ны его выводы о соотношении теоретического и практического ума:
если в науке высокую ценность может иметь иногда неправильное в
целом решение, но "дающее глубокое, оригинальное и верное освеще-
ние отдельных сторон вопроса то в работе практического ума такого
быть не может и не должно [6].

Можно без преувеличения утверждать, что учитель в своей про-
фессиональнй деятельности является своего рода полководцем, кото-
рому приходится решать в кратчайшие сроки многообразные слож-
ные педагогические задачи без права на ошибку.
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Из всего многообразия педагогических ситуаций в настоящей ста-
тье обьектом рассмотрения выступают методические ситуации, свя-
занные с ошибками учеников при обучении математике.

Используя терминологический оборот "методическая ситуа-
ция автор вкладывает в него следующие существенные свойства:

1) ситуация (от французского "situation") означает "положение,
обстановка, совокупность обстоятельств";

2) использование прилагательного "методическая"основано на
традиционном разделении понятий "педагогика "дидактика"и "мето-
дика обучения конкретной дисциплине": в нашем случае исследуются
педагогические ситуации , связанные с обучением математике;

3) под педагогической ситуацией понимается (вслед за принятым
в учебном пособии "Педагогика высшей школы") "составная часть
обучения которая характеризет "его состояние в определенное время
и в определенном месте"[4]. Отметим, что педагогическая ситуация,
это не задача, а лишь условие, при которой решается педагогическая
задача.

В нашей опытно-исследовательской работе моделирование (кон-
струирование) методических ситуаций происходит в системе методи-
ческой подготовки будущих учителей математики в соответствии со
следующими блоками - этапами:

1) Обоснование актуальности изучения и создания банка ситуа-
ций, связанных с математическими ошибками обучающихся.

2) Анализ разичных типов ошибок учеников, возникающих при
обучении математике, выяснение причин их возникновения.

3) Выделение и конструирование 2-х классов методических ситуа-
ций: ситуаций совершившихся ошибок у обучающихся и ситуаций по
предупреждению ошибок.

Алгоритм конструирования любых методических ситуаций требу-
ет ответа, по крайней мере, на 3 основных известных вопроса методи-
ки: "для чего?"(вопрос о целях деятельности), "что?"(вопрос о содер-
жании деятельности), "как?"(вопрос о методах,формах и средствах
обучения с учетом возрастных и других особенностей обучающихся).
Ответ на первый вопрос находится в названии ситуации. Вопрос о
содержании деятельности предполагает наличие информации у учи-
теля о различных типах возможных ошибок учеников и их причин.
Третий вопрос можно переформулировать так: как построить, орга-
низовать учебный процесс, чтобы избежать этих ошибок?

Итак, первая методическая ситуация в общем виде такова: "име-
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ет место ошибка ученика"; далее формулируем задачу: что делать в
этой ситуации? Вторая методическая ситуация в общем виде форму-
лируется так: "учитель совместно с учениками начинает осуществ-
лять некоторую математическую деятельность далее ставится мето-
дическая задача: как работать учителю, чтобы при этом не возникали
ошибки?

Для ответа на поставленные задачи-вопросы необходимо выяс-
нить, а какие ошибки могут возникнуть у учащихся.

Отметим, что вопросы, связанные с математическими ошибка-
ми (сущность, виды ошибок, причины их возникновения, методика
предупреждения ошибок) рассматривали в разные времени многие
известные методисты: В.М.Брадис, В.Г.Болтянский, Ю.М. Колягин,
Г.И. Саранцев, В.И.Рыжик и другие. Однако до настоящего време-
ни ошибки учеников сопровождают процесс обучения математике и
названные выше вопросы остаются предметом исследования совре-
менных методистов.

Выделим некоторые современные работы, которые посвящены
классификации математических ошибок школьников.

Так, известный математик-педагог В.А.Далингер в ряде своих ра-
бот выделяет случайные ошибки, к которым относит те, "которые по-
являются однократно, не систематически у одного-двух обучающих-
ся"и типичные (устойчивые, систематические) ошибки учеников, по-
нимая под этим те ошибки, "которые появляются у одного и того же
обучающегося (или у нескольких) неоднократно, или те, которые по-
являются хотя и однократно, но у многих обучающихся". Кроме того
отмечается также, что эти ошибки имеют "высокую частоту "встре-
чаемости"в работах обучающихся то есть имеют массовый характер
[1, с. 94-95].

В работе Н.С.Майковой [3, с. 115-117] выделены 4 класса ошибок,
которые встречаются при решении задач: ошибки понимания поста-
новки задачи, ошибки составления плана решения задачи, ошибки
осуществления плана решения задачи и ошибки изучения получен-
ныхрезультатов. Известны также классификации ошибок, связанные
с психологическими факторами: специфика внимания, памяти, мыш-
ления, репрезентативных систем и др.

В своем опыте, строя методические ситуации и соответствующие
задачи, мы выделяем общематематические (логические) ошибки и
ошибки тематические (некоторые авторы называют их "потемны-
ми"), то есть связанные со спецификой содержания определенной
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изучаемой темы.
Для иллюстрации тематической ошибки приведем ситуацию, со-

держащую одну из типичных ошибок учащихся (из имеющегося у нас
банка ошибок учеников) по теме "Решение квадратных неравенств из
года в год сопровождающую выпускников 9-х классов: если ученику
предложить решить неравенство вида ax2 + bx+ c > 0 , при условии,
что a > 0 и D < 0 , или же неравенство вида ax2 + bx+ c < 0 , при
условии, что a < 0 и D < 0 , то примерно в 80% случаев школьники,
имеющие оценку "4"по математике, отвечают, что это неравенство не
имеет решений.

К общематическим (логическим) ошибкам мы относим ошибки,
которые могут возникать при работе с математическими понятия-
ми (например, неверное выделение существенных и несущественных
свойств понятия, формирование ошибочных ассоциаций и др.), при
работе с теоремами (неумение обосновать истинность утверждения,
составить обратное и противоположное утверждения, замена прямо-
го утверждения обратным, тавтология в рассуждениях, неверное за-
ключение по аналогии и т.п.).

Возвращаясь к задаче, связанной с методической ситуацией 1-го
вида: "имеет место ошибка ученика отмечаем, что здесь требуется
выяснение дополнительного условия: определить вид ошибки, то есть
выявить, является ли она случайной по невнимательности, либо же
неслучайной. В том случае, если ошибка случайная, ученик ее лег-
ко исправит, особых действий учителя не требуется. Однако, если
ошибка не случайная, то не стоит надеяться , что ученик ее увидит и
поймет свою ошибку. В этом случае переходим к действиям. согласно
ситуации предупреждения ошибки.

Модель методической ситуации 2-го типа: в ходе той или иной
математической деятельности учитель работает целенаправленно на
предупреждение ошибки. Для этого в некоторых случаях, таких как
работа с понятиями, теоремами, задачами, аксиомами методической
наукой и практикой выработаны определенные схемы, технологии. В
рамках настоящей статьи нет возможности привести описания этих
технологий, однако они приведены в ряде опубликованных работ ав-
тора (см., к примеру [5]).

Ниже для иллюстрации приведем несколько примеров моделей
ситуаций, используемых нами в опытно-исследовательской работе.

Пример 1. Модель методической ситуации, связанной с ошибка-
ми при работе с математическим понятием.
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При формировании понятия "ромб довольно часто в учебных по-
собиях и в практике некоторых школьных учителей для удобства
используется только такое изображение ромба, которое приведено на
рисунке 1.

Рис. 1. Рис. 2

Использование только такого положения ромба на чертеже приве-
ло к ситуации создания у учеников неправильной ассоциации: несу-
щественное свойство ромба "расположение чертежа в плоскости дос-
ки или тетради"превратилось в существенное , которое привело к
тому, что ученики, видя изображение ромба в другом положении, на-
пример, на рисунке 2, испытывают неуренность и называют эту фигу-
ру скорее параллелограммом, но не ромбом. Данная ситуация создает
методическую задачу: каким образом преодолевать такие ошибки? В
данном случае ответ прост: использовать всевозможные расположе-
ния используемой фигуры.

Пример 2. Модель методической ситуации по предупреждению
ошибок учащихся при работе с математическими понятиями.

На основе анализа вышеприведенной модели методической ситуа-
ции, содержашей ошибочные действия учителя, создайте модель дей-
ствий учителя по предупреждению таких ошибок.

Далее происходит развитие этой задачи, студенты составляют об-
разец принятия правильного способа действия учителя при введе-
нии других геометрических (а также алгебраических) понятий, с тем
чтобы несущественные свойства понятия не превращались в суще-
ственные. Как указано выше, способ действий может быть выбран в
соответствии с разработанной в методике технологией работы с по-
нятиями.

Таким образом, построен определенный алгоритм в работе с мето-
дическими ситуациями: при ситуации наличия ошибки: выясни тип
ошибки (случайная или типичная), в случае случайной ошибки нет
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необходимости заострения на нем, нужно лишь дать возможность
ученику исправить ее, а в случае типичной ошибки, надо переходить
к действиям согласно модели ситуации по предупреждению ошибок.

Как известно, отношение к тому, что "нужно ли использовать за-
дачи с ошибками при обучении "нужно ли вводить обучающихся в
ситуацию совершения ошибки неоднозначное. Однако, опыт автора
позволяет утверждать об эффективности использования таких ситу-
аций. Приведу пример (см. Пример 3) хода и результата многократ-
ного эксперимента с аудиторией различной подготовки (школьники,
студенты, учителя математики).

Пример 3. Методическая ситуация по предупреждению ошибок,
с использованием приема "учим на ошибках".

Рассматривая метод угадывания корней (по терминологии извест-
ного учителя математики Р.Г. Хазанкина "метод пристального взгля-
да"), учитель начинает работу с иррациональных уравнений, которые
ученики не смогут решить с помощью известных алгоритмов. Напри-
мер, решить уравнение:

√
x+ 2 + 3

√
x− 1 +

√
3x− 2 +

√
5x− 1 = 10.

Шаги решения: 1) угадай корень (в данном случае x = 2 ); 2) дока-
жи, что других корней нет или найди их (в данном случае доказы-
ваем, что левая часть представляет собой возрастающую функцию,
и следовательно, каждое свое значение принимает только при одном
значении аргумента). Далее ребятам тут же предлагаеся и такое урав-
нение, которое они хотя и могут решить известным способом, однако
рациональнее использовать метод угадывания корней, например, ре-
шить уравнение

√
x+ 3 +

√
x+ 8 = 5 методом угадывания корня.

Следующий шаг – обманный, при котором учитель специально де-
лает ошибку, решая уравнение x + 1/x = 1/3 , а именно сам быстро
называет корень x = 3 и "обосновывает"факт что других корней нет
тем, что в левой части сумма двух монотонных функций, и следова-
тельно, как монотонная функция она принимает свое значение 1/3
только при одном значении аргумента.

Эффект ситуации в том, что далее учитель признается в глупости
своих "обоснований"(при этом с обучающимися выясняются все до-
пущенные нелепости), называет еще один корень уравнения и просит
теперь правильно обосновать, что других корней нет.

О чем говорит данная методическая ситуация? Во-первых, о том,
что когда учащимся дается много однообразных заданий, они могут
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упустить важные особенности условий. Во-вторых, удачный экспе-
римент, когда удалось "обмануть"даже учителей, подтверждает тот
факт, что учитель обладает большой силой увлечения обучающихся
за собой. И потому его ошибки чреваты большими последствиями.
Необходимо учить учеников критичности восприятия информации,
обоснованию каждого шага своих действий.

Выводы. На основе анализа школьной практики и собственного
лонгитюдного исследования в ходе многолетнего руководства педаго-
гической практикой студентов выявлено наличие связи между двумя
выделенными классами методических ситуаций: если в учебной ситу-
ации учителем неверно выбран способ математической деятельности
и способ воздействия, неграмотно осуществлены возможности пре-
дупреждения ошибок, то обязательно вслед за этим возникает ситу-
ация по преодолению совершенных учеником ошибок. В то же время
правильно принятое учителем решение в ситуации работы с матема-
тической информацией по предупреждению ошибок может привести
лишь к ситуации случайных или единичных ошибок.

В заключение отметим, что как показывает многолетний опыт ис-
пользования моделей различных методических ситуаций, имитации
решения методических задач в системе профессиональной подготов-
ки будущих учителей, несомненно повышает уровень их компетенций,
практического мышления, делает процесс обучения более привлека-
тельным для студентов.
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The article presents the results of experimental work on the activation
of cognitive activity of students in mathematics lessons using the
educational resource "learnis". Diagnostics of the level of cognitive
activity of students was carried out according to the method of G. I.
Shchukina with the allocation of four levels of cognitive activity.

Key words: activation, cognitive activity, teaching mathematics, levels
of cognitive activity.

Активизацию познавательной деятельности учащихся мы выде-
ляем в качестве одного из главных направлений совершенствования
обучения математике.

Поскольку речь идет об активизации познавательной деятельно-
сти, следует вначале определиться с понятием "познавательная дея-
тельность".

Учение о познании имеет длинную историю, берет свое начало в
античной философии, связано с трудами Аристотеля, Сократа, Пла-
тона, Ф.Бэкона, Р.Декарта, Гегеля, и др. Современный этап разви-
тия учения о познавательной деятельности в отечественной науке
связан с именами Б.Г. Ананьева, А.Н.Леонтьева, Н.Ф.Талызиной,
Г.И.Щукиной и др.

Из многочисленных подходов и определений рассматриваемого
понятия в качестве рабочего нами выбрано определение, приведен-
ное в педагогическом словаре А. Коджаспи рова, согласно которому
"познавательная деятельность – сознательная деятельность субъек-
та, направленная на приобретение информации об объектах и явле-
ниях реальной действительности, а также конкретных знаний [2, c.
102].

Г.С. Нога активизацию познавательной деятельности понимает
как целеустремленную деятельность учителя, направленную на со-
вершенствование содержания, форм, методов и средств обучения с
целью возбуждения познавательной деятельности, творчества и са-
мостоятельности учащихся при усвоении знаний, умений и навыков
[3].

На современном этапе развития педагогической теории и прак-
тики большие возможности для активизации познавательной дея-
тельности обучающихся видятся в использовании информационно-
коммуникационных технологиях. В настоящее время каждый учи-
тель имеет возможность использовать такие платформы. Однако эф-
фективность таких платформ с одной стороны недостаточно иссле-
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дована, с другой стороны, недостаточна методически разработана.
В своей опытно-экспериментальной работе мы исследова-

ли эффективность применения образовательного ресурса Learnis
(https://www.learnis.ru/) для активизации познавательной деятель-
ности учащихся.

Для работы на данном образовательном сервисе подойдет любой
современный гаджет и интернет, что делает данный ресурс более
удобным в применение его на уроках математики.

Образовательный сервис Lernis имеет целый набор инструментов,
таких как:

- Веб квесты "Выберись из комнаты".
- Интеллектуальная игра "Твоя викторина".
- Терминологическая игра "Объясни мне".
- Веб-сервис "Интерактивное видео".
Данный сервис выбран нами в связи с тем, что его формат содер-

жит игровую технологию и потому привлекателен для пользовате-
лей.

Д.Б. Эльконин отмечал, что в игре не только развиваются и за-
ново формируются отдельные интеллектуальные операции, но и ко-
ренным образом может изменяться позиция ребёнка в отношении к
окружающему миру [4, с. 97].

Экспериментальная работа проходила с использованием двух
классов: экспериментального и контрольного.

В данной статье рассмотрим более подробно один из инструментов
образовательного ресурса, такого как веб-квест "Выберись из комна-
ты". В предложенном инструменте образовательного ресурса мы со-
здали математический веб-квест "Остров знаний". Цель такого мате-
матического веб-квеста заключается в том, чтобы ученики закрепили
свои полученные знания и проверили их.

На рисунке 1 представлена комната для прохождения математи-
ческого квеста под названием "Остров знаний".

В ходе данной игры, ученики должны решить не только зада-
чи математического характера, но и развить свои аналитические и
творческие способности. Ведь идея прохождения веб-квеста "Выбе-
рись из комнаты"заключается в том, что ученик должен логически
догадаться где спрятаны задачи, например для того чтобы включить
компьютер нужно ввести пароль, а паролем является дата изобра-
женная на доске в комнате квеста (рис. 1). И после того как ученик
решит все задания правильно он сможет открыть дверь комнаты.
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Рис. 1. Скриншот фрагмента веб-квеста.

Математический веб-квест "Остров знаний"для учащихся 7Б
класса был разработан как обобщающий урок по курсу геометрии.
На рисунке 2 и 3 изображены некоторые задания математического
квеста "Остров знаний".

Рис. 2. Скриншот фрагмента веб-квеста.
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Рис. 3. Скриншот фрагмента веб-квеста.

Исследование по использованию образовательного ресурса Learnis
для активизации познавательной деятельности учащихся проводи-
лось в период с февраля 2021 по май 2021 года. В качестве экспери-
ментальной группы выступали учащиеся 7 "Б"класса МБОУ "Гим-
назия № 2"города Салавата, при обучении которых активно исполь-
зовался данный образовательный ресурс уроках математики. В ка-
честве контрольной группы выступали учащиеся 7 "А"класса, где
уроки проводились в традиционной форме.

Диагностику уровня познавательной активности учащихся про-
водилась по методике Г.И. Щукиной [3]. Данная методика выделяет
четыре уровня познавательной активности:

- Нулевой уровень (ученику не интересно на уроке, ведет себя
пассивно и не проявляет желание к самостоятельной работе).

- Низкий уровень (ученик стремиться запомнить, понять, воспро-
извести знания. Данный уровень отличается отсутствием интереса к
углубленному знанию).

- Средний уровень (ученик стремиться познать новые знания и
ищет пути решения проблемных ситуаций).

- Высокий уровень (ученик проявляет свои творческие способно-
сти и стремиться не только глубоко проникнуть в суть, но и найти
для этой цели новый способ).

Результаты данного исследования показали, что уровень познава-
тельной активности учащихся стал на ступень выше, следовательно,
наше исследование подтверждает эффективность использования об-

Материалы Международной конференции. Сентябрь, 2021 г.



разовательной платформы Learnis на уроках математики для акти-
визации познавательной деятельности учащихся.
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Активизация у детей познавательной деятельности является од-
ной из приоритетных задач дошкольного образования, решение кото-
рой вплетено в целостный воспитательно-образовательный процесс,
как бы "пронизывает"развитие его сторон, и во многом предопреде-
ляет эффективность создания необходимых предпосылок дальнейше-
го успешного обучения детей в школе.

Проблема активизации познавательной деятельности в разных ас-
пектах отражена в философской литературе: (Н.А. Бердяев, Г. Ге-
гель, К.А. Гельвеций, Д. Дидро, В.В. Зеньковский, Г.В. Лейбниц,
Н.А. Лосский, В.В. Розанов, В.С. Соловьев, и др.), а также в психо-
логических (Д.Б. Богоявленская, Л.С. Выготский, А.М. Матюшкин,
СЛ. Рубинштейн и др.) и педагогических исследованиях (Г.М. Ле-
бедев, Г.И. Щукина, Т.И. Шамова и др.). Рассмотрены структура и
динамика познавательной активности личности, особенности разви-
тия как в общепсихологическом, так и возрастном аспектах, даны ее
определения.

Значительным потенциалом в развитии познавательной деятель-
ности старших дошкольников обладают занятия по формированию
элементарных математических представлений (А.М. Леушина, Н.А.
Менчинская, Е.И. Тихеева). При разработке методики формирования
этих представлений авторы в первую очередь выделяли такие мето-
ды, которые способствуют организации практической деятельности
детей и дают возможность использовать математические знания в
продуктивной деятельности.
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На основе концепции формирования элементарных математиче-
ских представлений у дошкольников, разработанной А.М. Леуши-
ной, изучались различные вопросы математического развития детей.
Успешность обучения математике исследователи ставили в прямую
зависимость от степени сформированности познавательной деятель-
ности дошкольников, которая существенно возрастала в условиях со-
единения элементарной математической деятельности с деятельно-
стью конструирования. При этом было обнаружено, что интегриро-
ванное содержание занятия, построенное на взаимосвязи элементар-
ной математической деятельности и конструирования, обладает боль-
шим потенциалом формирования познавательной деятельности детей
старшего дошкольного возраста, нежели работа с содержанием каж-
дой из этих деятельностей раздельно. Некоторые авторы (В.С. Без-
рукова, М.В. Лазарева, Н.К. Чапаев и др.), утверждают, что, подчи-
няясь универсальному закону гетерозиса (изменения, превращения),
любое предметное содержание, обогащенное интегративными связя-
ми (не только тематически, но и операционально-деятельностно),
несомненно, обладает большим развивающим резервом, чем тради-
ционные занятия. Интеграция содержания образования, по мнению
многих исследователей, является одним из педагогических условий,
эффективно влияющих на развитие эмоционально-интеллектуальной
сферы личности ребенка.

Действенным средством для преодоления перегрузки детей при
сохранении качества воспитательно-образовательной работы являет-
ся интегрированное обучение, в частности, такая его форма орга-
низации как интегрированное занятие. Как инновационное явление в
педагогической практике, интегрированное обучение вызывает слож-
ность во внедрении в практику в силу слабой теоретической обосно-
ванности.

По мнению Н.С. Лейтеса, именно интегрированное обучение (на
основе междисциплинарного подхода) создает благоприятные усло-
вия для интеллектуального развития детей.

В исследованиях Н.Н. Поддьякова подчеркивается, что проблем-
ность (наличие противоречий, нуждающихся в разрешении) является
мощным стимулятором активности детей. Интегрированное содержа-
ние чаще всего основано на проблемности, и, следовательно, имеет
значительный потенциал, реализуемый в процессе активизации по-
знавательной деятельности.

Несмотря на слабую изученность развивающего потенциала инте-
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грированных занятий, в современной теории и практике дошкольного
образования имеется опыт установления связей между отдельными
компонентами их содержания. Наибольшее количество работ посвя-
щено развитию творческих способностей дошкольников средствами
взаимосвязи различных видов детской художественной деятельности:
изобразительной, музыкальной, театрализованной, речевой. Появи-
лись исследования, в которых изучается математическое развитие на
основе ознакомления с художественной литературой (Т.С. Шевчен-
ко), рассматривается взаимосвязь музыкального и математического
развития на занятиях (В. А. Лаптева, В. А. Ралькова ).

Математическое содержание связано с различными разделами
программы, среди которых логично выступает такой вид продуктив-
ной деятельности, как конструирование. Детское конструирование,
являясь практической деятельностью, отвечающей интересам и по-
требностям дошкольников, при целенаправленной организации обу-
чения может носить подлинно развивающий характер и влиять на ак-
тивизацию познавательной и творческой деятельности (Т.В. Кудряв-
цев, Н.Н. Поддьяков, Л.А. Парамонова, О.А. Сафонова). По данным
авторов, интегративность математической деятельности и конструи-
рования определяется наличием между ними естественных жизнен-
ных связей. Кон-струирование как практическая деятельность предо-
ставляет дошкольникам такой жизненный материал, в котором ре-
бенок глубже осмысливает математические знания и понимает их
практическую значимость, при целенаправленной организации спо-
собствует формированию познавательных мотивов, интересов и по-
требностей ребенка, развивает познавательную деятельность.

В методической литературе отражен опыт интегрирования, вме-
сте с тем пока еще нет четких ориентиров для проведения интегри-
рованных занятий по математике и конструированию.

Мы предполагаем, что познавательная деятельность детей стар-
шего дошкольного возраста может быть сформирована в условиях
установления и реализации взаимосвязи между содержанием мате-
матического знания и содержанием конструирования на занятиях.

Структура познавательной деятельности старших дошкольников
содержит следующие значимые компоненты:

- мотивационный;
- креативный;
- волевой.
Теоретическая модель процесса активизация познавательной де-
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ятельности детей старшего дошкольного возраста включает взаимо-
связанные компоненты и реализуется в определенной последователь-
ности:

а) целевой – активизация познавательной деятельности (интере-
сов, потребностей, мотивов);

б) содержательный – элементарные математические представле-
ния и конструирование во взаимосвязи (их реализация в процессе
личностно-ориентированного обучения);

в) методический – формы организации познавательной деятель-
ности: традиционные занятия по конструированию и математическо-
му развитию, и интегрированные занятия, а также методы и прие-
мы, направленные на развитие познавательной активности: экспери-
ментирование, игровые и проблемные ситуации, наглядные методы и
приемы и т.п.;

г) операционально-деятельностный – деятельность педаго-
га (реализация субъект-субъсктных отношений, личностно-
ориентированного подхода к активизацию познавательной дея-
тельности), взаимосвязанная с деятельностью ребенка (проявление
инициативы, самостоятельности, интереса и других показателей
познавательной активности);

д) результативно-рефлексивный – (оценка педагогом деятельно-
сти ребенка и собственной деятельности по достижению цели, кор-
рекция результатов; оценка и самооценка ребенка как проявление
познавательной активности, коррекция результатов деятельности).

Интегрированные занятия обеспечивают единство в раскрытии
темы на материале математики и конструирования, а также создают
благоприятные условия для поиска связей и отношений между пред-
метами, явлениями, их свойствами и качествами. Математические
представления закрепляются в конструировании и лучше осмыслива-
ются детьми, поскольку применяются в продуктивной деятельности,
либо порождаются в конструктивной деятельности и воспринимают-
ся как новая, неизвестная грань конструирования, а процесс констру-
ирования становится более осознанным на всех этапах творческой де-
ятельности (в формировании замысла, в исполнительской части и в
результативно-рефлексивной).

Наиболее эффективным в активизации познавательной деятель-
ности исследователи считают обеспечение перехода от конструиро-
вания по образцу к конструированию по условию, а от него - к сво-
бодному творческому конструированию (Н.Н. Поддьяков, Л.А. Па-
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рамонова). Принципы жизненности содержания дошкольного обра-
зования (Е.А. Флерина) и наличия естественных, существенных свя-
зей между компонентами содержания интегрированных занятий обу-
словливают возможность соединения (интеграции) математических
представлений с конструированием как практической продуктивной
деятельностью, апробирующей и реализующей эти представления.

Разработанная теоретическая модель процесса активизации по-
знавательной деятельности включает взаимосвязанные компонен-
ты и реализуется в определенной последовательности: целевой,
содержательный, методический, операционально-деятельностный и
результативно-рефлексивный.

Интегрированные занятия обеспечивают единство в раскрытии
темы на материале математики и конструирования, а также создают
благоприятные педагогические условия для развития познаватель-
ной активности детей. Математические представления закрепляются
в конструировании и лучше осмысливаются детьми, поскольку при-
меняются в продуктивной деятельности, либо порождаются в кон-
структивной деятельности и воспринимаются как новая, неизвестная
грань конструирования, а процесс конструирования становится более
осознанным на всех этапах творческой деятельности.

Изучаемую нами проблему нельзя считать исчерпанной.
Предстоит экспериментальная проверка теоретической модели.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Гусарова С.В.Формирование представлений о технике как сред-
ство развития познавательного интереса у детей старшего дошколь-
ного возраста: Автореф. дисс. .канд. пед. наук. М., 2009. 27 с.

2. Лазарева М.В. Интегрированные занятия по познавательному
развитию детей // Воспитатель дошкольного образовательного учре-
ждения. 2008. №10 (16). С. 44–49.

3. Лазарева М.В. Здоровьесберегающий потенциал интегрирован-
ных занятий с детьми дошкольного возраста // Ценностные прио-
ритеты здоровья и профессионально-личностного развития студен-
тов в образовательном пространстве физической культуры: материа-
лы Всероссийской научно-практической конференции 16-17 сентября
2008 года, Москва. М.: МАНПО, 2008. С. 150–153.

Материалы Международной конференции. Сентябрь, 2021 г.



УДК 531; 534

О РОЛИ ТЕОРЕТИЧЕСКОЙ МЕХАНИКИ ПРИ
ПОДГОТОВКЕ ИНЖЕНЕРНЫХ КАДРОВ

Хакимов А.Г.
ИМех им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН, г. Уфа, Россия;

hakimov@anrb.ru

Инженера - механика следует учить лишь тому, что трудно
освоить индивидуально, сначала теоретической механике.

Ключевые слова: теоретическая механика, динамика.

THEORETICAL MECHANICS AS AN ABC FOR A
MECHANICAL ENGINEER

Khakimov A.G.
Mavlyutov Institute of Mechanics URFS RAS, Ufa, Russia;

hakimov@anrb.ru

A mechanical engineer should be taught only what is difficult to master
individually, first theoretical mechanics.

Key words: theoretical mechanics, dynamics.

Ни одно творение техники невозможно без использования законов
механики [1]. Знание истории механики углубляет педагогический
процесс в конкретных механических дисциплинах: ведь структура
современной механики и ее разделов не представляет собой чего-то
неизменного; она является результатом исторического развития этих
дисциплин[2]. Выдающиеся ученые и педагоги — Н. Е. Жуковский,
Г. К. Суслов, А. И. Некрасов, В. В. Голубев, А. П. Минаков не толь-
ко прекрасно знали историю механики, но гибко и умело пользова-
лись этими знаниями для углубления лекционного материала. В этом
смысле известная фразаЖуковского о том, что человек полетит, опи-
раясь не на силу мускулов, а на силу разума, вполне оправдывалась
[1].

К сожалению, курсы динамики машин и ее фундаментальной ос-
новы — теории колебаний при подготовке специалистов этого профи-
ля не только не являются основными, но порой вообще отсутствуют
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[3]. Университетские курсы этих наук не ориентированы на инжене-
ра. Фундаментальная инженерная специальность «Динамика и проч-
ность машин» предназначена расчетчикам, прививает навыки пове-
рочного расчета и обеспечения надежности уже существующих кон-
струкций, но не дает достаточных знаний по проектированию машин
и управлению ими. Обучение же специалистов по автоматическим си-
стемам не связано с основополагающими механическими дисципли-
нами: теорией колебаний, механикой сплошных сред, теоретической
механикой, практикой конструирования машин. Постоянное возрас-
тание роли механики — закономерная черта технического прогрес-
са. Поэтому остро необходимо формирование фундаментальной ву-
зовской дисциплины, посвященной проблемам синтеза автоматизиро-
ванных машин и систем, объединяющей на основе механики вопросы
динамики, управления и прочности. Учить, по нашему убеждению,
следует лишь тому, что трудно освоить индивидуально, — фунда-
ментальным наукам, навыкам их приложений. И лишь тех, кто име-
ет к этому несомненные способности. Техника развивается быстро, и
учиться нужно всю жизнь. Но многое в деловых качествах инженера
определяется тем, как начался этот процесс в молодые студенческие
годы, когда закладывались основополагающие знания. Пожалуй, по-
лезно было бы у рабочего места каждого специалиста вывешивать его
диплом с оценками, как это принято в некоторых странах: професси-
ональную репутацию надо зарабатывать смолоду [4]. «Береги платье
снову, а честь смолоду» — так сказал. . . Старший Гринев (отец Пет-
руши Гринева) в произведении А. С. Пушкина «Капитанская дочка»,
отправляя сына служить Отечеству. Так прозвучал его отцовский
завет: “Прощай, Петр. Служи верно, кому присягнешь; слушайся на-
чальников; за их лаской не гоняйся; на службу не напрашивайся;
от службы не отговаривайся ...”. Просчеты, связанные с подготов-
кой инженеров-конструкторов, могут иметь для общества серьезные
отрицательные последствия [3]. В США, например, создана специ-
альная комиссия из высокоавторитетных ученых для исследования
современных задач, стоящих перед механикой, и разработки предло-
жений по их решению в общегосударственном масштабе. Высказыва-
ются тревожные опасения по поводу нехватки инженеров-механиков
из-за переориентации молодежи на более «модные» электронные спе-
циальности. Подобная тенденция в образовании заметна и у нас [3].
Эту диспропорцию необходимо выправить. Механику и ЭВМ могут
соединить талантливые высококвалифицированные кадры, владею-
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щие методами современной науки и искусством конструирования, а
появиться они могут лишь тогда, когда в обществе престиж конструк-
тора будет чрезвычайно высок [3].

В настоящее время нет глубокого понимания такого рода нелиней-
ных процессов среди большинства специалистов в области вибраций
и прочности, занимающихся проблемами надежности, безопасности
и бесшумности объектов современной техники как в России, так и
на Западе. Эти разработки – российский приоритет [4]. При оценке
надежности и безопасности технических объектов, в первую очередь,
должны быть рассмотрены именно нелинейные многократные резо-
нансные процессы – самые напряженные, т.е. опасные динамические
режимы – многомерные волновые и колебательные резонансные вза-
имодействия в конструкциях машин и аппаратов, в сооружениях, в
транспортных системах и в других сложных управляемых динамиче-
ских объектах. Разработанные основы нелинейных многочастотных
резонансных колебаний механических систем дают достаточные ос-
нования развивать исследования нелинейных колебаний для различ-
ных объектов современной техники, в том числе и для таких важных
проблем, как “земной резонанс” вертолета [4]. Подтверждение выво-
дов авторов [3] дается в [5]. Система постоянного контроля вибрации,
уставленная на гидроагрегате № 2, выполняла информационную за-
дачу для эксплуатационного персонала, не имела блока спектраль-
ного анализа вибрации и быстродействующей буферной памяти для
сохранения параметров вибрации при ненормальных режимах рабо-
ты. ... 11 шпилек разрушились по резьбе при площадях усталостного
излома: от 80 до 98 процентов от общей площади сечения шпильки.
... Остальные 6 шпилек имеют полную длину, резьба не сорвана, что
может свидетельствовать об отсутствии на них гаек в момент сры-
ва турбины. Длина не разрушенной шпильки составляет 245 мм и
соответствует заданной по чертежу. Здесь же приводятся данные о
людском и материальном ущербе от этой аварии [5].

Большое значение приобретают проблемы формирования экстре-
мальных волн в результате силового, теплового, радиационного или
ударного нагружения границ тел и конструкций [6, 7].

Если бы марсоход Perseverance [8], шестиколесный ровер размером
с небольшой паркетник стоимостью 2,7 млрд., не достиг поверхности
Марса в проектном режиме, то ущерб был бы только материальный.
Он стал самой тяжелой и сложной астробиологической лабораторией,
когда-либо отправленной на поверхность этой планеты. Запущенный
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американской ракетой Atlas в июле 2020 года, оказавшись на поверх-
ности планеты, он сразу же приступил к работе и прислал свой пер-
вый снимок окружающей панорамы, сделанный с одной из своих 19
камер. Perseverance на 14 процентов тяжелее работающего на планете
с 2012 года ровера Curiosity, он и сложнее своего предшественника.
Посадка марсохода, проходившая в несколько этапов, стала серьез-
ным техническим вызовом. С помощью парашюта и реактивных дви-
гателей ему надо было погасить скорость с 20 тыс. км/час до нуля.
Проходила она в автоматическом режиме, поскольку радиосигнал с
планеты в настоящее время идет до Земли 11 минут [8].

В №4 за 2016 г. «Морской флот» начал публикацию материалов о
кафедрах морских университетов. В этом номере редакция журнала
предлагает материал о кафедре теоретической механики и сопротив-
ления материалов МГУ им. адм. Г.И. Невельского. В новых ФГОС
с каждым годом сокращается количество часов на фундаменталь-
ную общеинженерную подготовку [9]. В некоторых вузах уже разда-
ют эту нагрузку специальным, выпускающим кафедрам, а это уже
профанация образования, поскольку для преподавания таких дисци-
плин требуется специально обученный человек [9]. Уровень професси-
ональной подготовки при таком подходе к решению злободневной для
всей России задачи будет падать еще быстрее. Высшее техническое
образование в стране упорно движется к уровню профессионально-
технического училища, ну может быть, колледжа [9]. То есть сегодня,
через 73 года с тех пор, когда морские техникумы были преобразо-
ваны в высшие учебные заведения, начался обратный процесс. Пе-
речислю содержание цикла: теоретическая механика, сопротивление
материалов, теория механизмов и машин, детали машин. Оппоненты
могут возразить, а пятьдесят процентов на самостоятельную подго-
товку? Их же тоже надо учитывать в общей нагрузке. Учитывать-то
можно, но большинство современных ЕГЭшных выпускников школ в
принципе не могут учиться самостоятельно. Вот и получается – круг
замкнулся [9].

Какие варианты улучшения преподавания теоретической механи-
ки существуют:

1. Вернутся к системе, которая существовала в 1970 годах про-
шлого века. На это потребуется время, потому что кадров нет [9].

2. Студентам, избравшим технические специальности технических
ВУЗов самостоятельно изучать курс теоретической механики, напри-
мер, по учебникам Н.В. Бутенина, Я.Л. Лунца, Д.Р. Меркина [10, 11].
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Инженера - механика нужно учить механике. Сначала азбуке ма-
шиностроителя - теоретической механике.
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В системе высшего педагогического образования одним из акту-
альных проблем остается вопрос подготовки высококвалифицирован-
ных кадров. Для успешной педагогической деятельности педагогу
необходима осознание сущности и ценности выбранной профессии,
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теоретическая и практическая готовность к осуществлению педаго-
гической деятельности, готовность к постоянному самообразованию
и саморефлексии. В условиях цифровизация образования от учителя
требуется навыки применения цифровых образовательных ресурсов,
облачных и мобильных технологий, платформ дистанционного обу-
чения. Современному обществу необходимы педагоги нового поколе-
ния, обладающие цифровой культурой. Под цифровой культурой пе-
дагога понимается «сложное системное качество личности, характе-
ризующееся информационным мировоззрением, ориентированным на
ценности информационного взаимодействия в цифровой среде, сово-
купностью знаний, умений и практического опыта информационной
деятельности, проявляющееся в организации предметного обучения
и методического воздействия на становление обучающихся» [1].

Одним из компонентов цифровой культуры учителя математи-
ки является умение применять в педагогической деятельности раз-
личные прикладные программы для решения математических задач
и для работы с математическими текстами. В профессиональном
стандарте педагога говорится о необходимости учителю математики
«владеть основными математическими компьютерными инструмен-
тами, квалифицированно набирать математический текст» [2]. Поэто-
му для учителя математики становится актуальной задача исполь-
зования систем компьютерной математики в своей педагогической
деятельности.

Наиболее популярными системами компьютерной математи-
ки являются такие программы, как Maple, MathCAD, Matlab,
Mathematica, Scilab, Maxima. При использовании систем компьютер-
ной математики в профессиональной деятельности у учителя мате-
матики встает вопрос их выбора. Поэтому при подготовке будущих
учителей необходимо научить навыкам самостоятельного изучения
систем компьютерной математики, анализировать их и выбрать наи-
более оптимальный вариант для решения математических задач.

В Елабужском институте Казанского федерального университета
готовят учителей математики по профилям «Математика и инфор-
матика» и «Математика и физика». Одной из дисциплин, позволяю-
щий выявить готовность студентов к использованию информацион-
ных технологий в профессиональной деятельности, является курс по
выбору «Информационные технологии в математике». Цель данного
курса - знакомство будущих учителей математики с возможностями,
особенностями и основными направлениями использования инфор-
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мационных технологий в математике. Этот курс носит интегрирован-
ный характер и находится на стыке таких наук, как информатика,
математика, методика преподавания математики.

Опыт преподавания и анализ предметных компетенций позволили
выделить основные компоненты содержания дисциплины:

Модуль 1. Введение. Основные понятия курса.
Модуль 2. Системы компьютерной математики.
Модуль 3.Системы подготовки математических текстов.
Продолжительность курса всего 2 зачетные единицы: 18 часов

лекций, 18 часов лабораторных занятий и 36 часов отводится на са-
мостоятельную работу.

Модуль 1 вводный и изучаются основные понятия курса: инфор-
мационные технологии, цифровые образовательные ресурсы, цифро-
визация образования, системы компьютерной математики. Исполь-
зуя интерактивные методы обучения будущим учителям математи-
ки необходимо дать возможность самим сформулировать основные
понятия, что способствует активизации учебно-познавательной дея-
тельности. Модуль заканчивается тестированием.

Модуль 2 носит практический характер. Студенты во время ла-
бораторных занятий изучают основы вычислений и программирова-
ния в системе MathCAD PRIME. Также рассматриваются такие те-
мы, как массивы, графика, решение уравнений и их систем, задачи
оптимизации, задачи теории вероятностей и математической стати-
стики. MathCAD – это универсальная система компьютерной мате-
матики. Отличается удобным интерфейсом, написанием выражений
стандартными математическими символами, хорошей двух- и трех-
мерной графикой, простым языком программирования.

Основной задачей данного курса является не изучение конкретной
программы, будущим учителя необходимо иметь общее представле-
ние о системах компьютерной математики и выбрать наиболее подхо-
дящий вариант. Учитывая ограниченность аудиторных занятий, изу-
чение остальных систем компьютерной математики осуществляется
в рамках самостоятельной работы в виде проекта. Проектная дея-
тельность условно делится на три этапа.

Первый этап – организационно-подготовительный. Студенты в
подгруппах выбирают систему компьютерной математики и изуча-
ют ее возможности в течение 4 недель.

Второй этап – изучение возможностей систем компьютерной ма-
тематики. Студентам необходимо разработать примеры решения за-

Материалы Международной конференции. Сентябрь, 2021 г.



ПОДГОТОВКА БУДУЩИХ УЧИТЕЛЕЙ К ИСПОЛЬЗОВАНИЮ СИСТЕМ . . . 263

дач, используя выбранную систему компьютерной математики. Для
оформления материалов к защите студентам рекомендуется исполь-
зовать сервисы облачных технологий. Сначала пишется текст докла-
да, далее оформляется в виде презентации. Далее проекты подгрупп
объединяются в один и представляется в виде сайта.

Третий этап – защита проектных работ. Оценивается работа под-
группы в целом, а не отдельного студента. Оценивается работа над
проектом, наличие примеров решения задач, оформление материалов
и защита проекта.

Такая схема организации самостоятельной работы имеет свои пре-
имущества:

1. Работа в команде способствует развитию критического мыш-
ления, коммуникации, креативности, т.е. развитию у студентов 4К-
компетенции.

2. Студентам предлагается самостоятельно изучить возможности
систем компьютерной математики и привести примеры решения за-
дач с использованием выбранной программы.

3. Для подготовки текстовых файлов и презентаций совместно с
другими студентами в режиме реального времени используются об-
лачные технологии, позволяющие всем участникам работать удален-
но и в любое время.

4. Студенты учатся презентовать результаты проекта и провести
рефлексию.

Завершающим этапом курса является модуль «Системы подго-
товки математических текстов», целью которой является изучение
издательской системы LaTeX. Отчет по модулю – оформленный ма-
тематический текст в редакторе LaTeX.

Разработанная структура и содержание курса «Информационные
технологии в математике» позволяет формировать у будущего учи-
теля математики готовность к использованию информационных тех-
нологий в математическом образовании, вырабатывает навыки само-
стоятельного изучения систем компьютерной математики, расширя-
ет информационно-образовательную среду учебного курса, что спо-
собствует повышению качества подготовки педагогических кадров в
условиях цифровизации образования.

Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в
рамках научного проекта №20-313-90026.
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может не совпадать с мнением авторов материалов. 

Статьи публикуются в авторской редакции 
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